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Introduction

Ce travail est consacré a I'’étude de solutions d’équations d’évolution et quelques systéemes d’équa-
tions aux dérivées partielles appelée Systémes de réaction-diffusion. Ces qui sont une modéli-
sation de certains phénomenes dans la nature.

Le plus important dans ce travail est '’étude de I'existence globale en temps et le comportement

asymptotique des solutions d’une classe de S.R.D du type parabolique suivant

ou
E—DAU—f(u),

ou (uy (t,z), ..., u, (t,x)) est un vecteur de variable indépendantes, et 'inconnue

f(z, t,u(t,x)) = (fi(x, t,u(t,x)), .., fn(x, t,u(t,z))) est le terme de réaction diffusion, en géné-
rale f est non linéaire, et D est une matrice carrée m xm définie positive et diagonalisable appelée
matrice de diffusion.

Ce travail est réparti en cinq chapitres essentiels.

Au chapitre 01 : (Rappels et préliminaires)

Ce chapitre se compose de deux sections, nous présentons dans la premiére section des notations,
quelques symboles, certains opérateurs et quelques espaces avec leurs normes utilisées dans ce
travail, la deuxieme section c’est un rappel sur quelques théoréemes fondamentaux, théorie de
semi-groupes et les propriétés de solutions (existence locale, existence globale, explose en temps
fini) et finalement nous présentons les techniques utilisées dans ce travail.

Au chapitre 02 : (Applications de quelques équations d’évolution et quelques systéemes de
réaction diffusion)

Dans ce chapitre nous présentons quelques modeles d’équations d’évolution et quelques systemes
de R.D.

Pour les équations, nous choisissons premierement un exemple de transfert de la chaleur dans
une tige, et deuxiément un exemple d’équation d’'un produit dans un parallélépipede en 1D.
Pour les systémes, nous choisissons un exemple en environnement (proie-prédateur) et un exemple
en chimie (H,0).

Au chapitre 03 : (Existence de solutions des équations d’évolution)

Dans ce chapitre nous présentons quelques théorémes fondamentaux d’existence et I'unicité des
équations d’évolution du type parabolique dans le cas d’un espace de Hilbert, et le cas d'un espace
de Banach et finalement au titre d’'un cas particulier, on étudie I'existence locale et globale de
solutions d’équation de la chaleur.

Au chapitre 04 : (Existence globale de solutions des quelques systémes de R.D)




Nous intéressons a I'étude d’existence globale de quelques S.R.D (2 x 2). Nous utilisons la mé-
thode de l'effet régularisant qui est basée sur des fonctionnelles de Lyapunow.

Pour le systéme a matrice diagonale nous choisissons une fonctionnelle de Lyapunov a crois-
sance exponentielle, dans le cas de systeme a matrice triangulaire nous choisissons un cas d’'une
fonctionnelle de Lyapunov a croissance exponentielle et polynomiale, tandis que dans le cas de
systéme a matrice pleine nous choisissons une fonctionnelle de Lyapunov a croissance polyno-
miale.

Au chapitre 05 : (Comportement asymptotique de solutions)

Dans ce chapitre nous intéressons a I'’étude du comportement asymptotique des solutions d’une
équation d’évolution et quelques systémes de R.D.

Dans le cas d’équation nous étudions un cas d’explose en temps fini.

Dans le cas de systémes nous étudions le cas quand u— (k1, k2) -
—00




Chapitre 1
Rappels et préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle de quelques définitions, espaces fonctionnels de base (espace de Banach, esj
quelques théorémes fondamentaux (principe du maximum, formes quadratiques...), ainsi que la
définition de semi-groupe et générateur infinitésimal

Cobjectif de ce chapitre est l'utilisation des résultats préliminaires dans les chapitres ultérieurs.

1.1 Notations et notions générales

Dans cette section nous avons défini quelque différents symboles, certains opérateurs (avec leurs
normes), et les espaces utilisés dans notre travail comme suit

2 un domaine borné inclus dans R", avec frontiere réguliere 02 = T et do est une mesure de
surface sur I'.

Le gradient d’une fonction u est défini par

ou Ou ou 2~ Ou L,
8m1’8x2"”’8xn)7 alors |V _Z(axi) . [14] (1.1)

gradu = Vu = (

La divergence d’une fonction est également définie par

ou ou ou " Ou
divu=V-u s + By + ...+ oz, ;:1 Ers [14] (1.2)
Le laplacien de u
Pu  *u 0%u " 0%u
Au = (9_:13%—’_8_{13%—’_”'—’_8_:@21_ 2 8IZ2 [14] (1.3)
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% désigne la dérivée normale de u extérieure a 02, c’est-a-dire : g—j; =Vu-7, 0l 7] estle vecteur
unitaire de la normale extérieure a I'. [14]

C*(Q), 0 < k < oo désigne l'espace vectoriel des fonctions dont les dérivées partielles d’ordre
inférieur ou égal a k existent et sont continues dans (). [24]

CE(Q), 0 < k < oo désigne le sous-espace vectoriel des fonctions de C*(2), & support compact
dans 2. [24]

Lespace C3°(£2) que nous noterons également D((2), s’appelle I'espace des fonctions tests sur (2.
24]

L(E, F') désigne I'espace des opérateurs linéaires et continue (ou bornés) de £ dans I’ muni de

la norme

Al eprm = sup [lAz]p. 4] (1.4)

:EGZ:”"EHEgl

On pose L(E, F) = L(E).

LP(Q) = < u: Q — R, mesurable :/ lulP dr < 00, 1 <p<oop, [14]

Q

muni de la norme

fulley = | [ 1ulde| - (14 (15)
Q

L®(Q) = {u: Q — R, mesurable 3C** et |u| < C p.p. sur Q}, [14]

muni de la norme

[ull poo ) = Inf{C, |u] <C p.p. sur Q}. [14] (1.6)
WP (Q) = {u € L (), g“ €PN, 1<i< n} :
X

W est 'espace de Sobolev muni de la norme

=

aﬂfi

n
s = (nunzp S
=1

‘au

)p . [14] (1.7)
Lr

On pose

HY(Q) = W'2(Q). [14]

1.1. Notations et notions générales
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HYQ) = {ue H(Q): u/T =0} . [14] (1.8)

On définit 'espace W"P((2) au sens des distributions par

WmP(Q) = {u € LP(Q), D% € LP(Q),Va e NV : |a| <m}, meN, m > 1. [2] (1.9)

muni de la norme

SaL

n

lullyrn = | D [ ID%ufdz] , 1<p< oo [2] (1.10)
lo|<m
On pose
H™(Q) = W™2(Q). [2] (1.11)

Anoter que si @, = 2 x [0, T] (probleme d’évolution), on peut introduire I'espace important dans

notre travail L>°(0, 7', LP(2)) comme suit

L>(0,T, LP(Q)) = {u: [0,T] x  — R, mesurable : sup ||ul|;, < co}. [4]

D’autre terme

u€ L*(0,T,L7(Q)) <= sup |ul;q) < oo. [4]
te(0,T)

On note que

[ull, = esssup |u (z)|. [19]
€

1.2 Quelques espaces fonctionnels

1.2.1 Espace de Banach

Définition 1.1 [30] On appelle espace de Banach tout espace normé complet pour la distance associée

a la norme.

1.2.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2 [30] On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien complet.

On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel normé muni d’un produit scalaire.

1.2. Quelques espaces fonctionnels
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1.2.3 Espace réflexif

Théoreme 1.1 [20] Un espace de Banach est réflexif si est seulement si sa boule unité fermé est

compacte pour la topologie faible (la topologie la moins fine c.a.d. celle avec le moins d’ouverts).

1.2.4 Espace compact

Proposition 1.1 [14] Soit K une partie de R™ ou C" (n > 1). Alors K est compact si et seulement si

K est une partie fermée et bornée.

1.2.5 Espace précompact

Définition 1.3 [25] Un espace métrique F est dit précompact si pour tout £ > 0, il existe un ensemble
de points z;, i = 1,--- | N, ( N dépend de ¢ ) tel que

N
EC L_JlB (11?7;,5),

ol pour tout x € E, B (z, p) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon p > 0.

Remarque 1.1 [25] Tout espace compact est évidement précompact.

Proposition 1.2 [25] Tout espace métrique précompact et complet est compact.

1.3 Notions et théorémes de base

1.3.1 Densité

Définition 1.4 [30] Soit E un espace métrique. Une partie A de E est dite dense dans E si on a
A=F.

Exemple 1.1 [30] Lensemble des matrices inversibles est un ouvert dense de M, (k).

1.3.2 Opérateurs

Soit H et H' deux espaces de Hilbert sur C.

Définition 1.5 [10] Toute application linéaire et continu T : H — H' s’appel un opérateur.

1.3. Notions et théoremes de base



Chapitre 1. Rappels et préliminaires

Opérateurs bornés
Définition 1.6 [10] Soit A : X — Y un opérateur, A est dit borné s’il existe une constante C' > 0
telle que

|Au|| < C'lul|, Vu € X.
Opérateurs symétrique
Définition 1.7 [12| Lopérateur A : H — H est dit symétrique si Vu, v € D(A) C H, (Au,v) =
(v, Au).
Opérateurs adjoint
Définition 1.8 [11] Soit A : D(A) C E — F un opérateur non-borné a domaine dense. Il existe un
unique opérateur A* : D(A*) C F' — E’ appelé adjoint de A qui vérifie

Vu € D(A), Yv € D(AY), (v, Au)p p = (A", u)p o,

ou
D(A*)={veF' 3c>0, |(v,Au)| < clu|y Yu € D(A)}.

Remarque 1.2 [14] A autoadjoint si
Ar = A.

Ce qui sous-entend D (A) = D (A*).

Opérateur compact

Définition 1.9 [10] Soit A : X — Y un opérateur, A est dit compact si l'image de la boule unité de

X par A est relativement compacte pour la topologie forte.

Opérateur monotone

Définition 1.10 [14] Soit A : D (A) C H — H un opérateur linéaire non-borné. On dit que A est

monotone (certains auteurs disent que A est accrétif ou que — A est dissipatif) si
(Av,v) >0, Yo € D (A).
A est maximale monotone si de plus R (I + A) = H i.e.

Vfe H, Jue D(A) tel que u+ Au = f.

1.3. Notions et théoremes de base
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Opérateurs m-dissipatifs

Définition 1.11 [17] Un opérateur (A, D (A)), linéaire non borné dans X, est dissipatif si
Ve e D(A), VA>0, ||Az— Az|| > Az .

Définition 1.12 [17] Un opérateur (A, D (A)), linéaire non borné dans X, est m-dissipatif si
- A est dissipatif,

VfeX,VA>0,3x € D(A) tel que \x — Az = f.

Graphe de A

Définition 1.13 [12] Le graphede A (A: H — H, et D(A) C H) est le sous-espace vectoriel de Ex F’
noté par G(A) défini par
G(A) ={(xz,Ax), z € D(A)}.

Définition 1.14 [14] On dit qu’un opérateur A est fermé si G(A) est fermé dans E x F.

1.3.3 Fonction lipschitzienne

Définition 1.15 [12] On dit qu’une fonction f E — FE est lipschitzienne sur les bornés de E si,

pour tout r > 0, il existe une constante notée M, telle

vy, 23 € B0,r), |[f (1) = f(22)llp < My [lan — |5

Fonction localement lipschitzienne

Définition 1.16 [25] On dit que f est localement lipschitzienne par rapport a x si pour tout (to, xg) €

I x D, il existe un voisinage V de (to, zo) et une constante L (ty,zo) > 0 tels que
\V/(t,l'l) S VJ V(t,xg) S VJ ||f (tal‘l) - f (tamQ)”E S L (t07y0) ||ZL‘1 - xQHE .

Remarque 1.3 [25] Si une fonction f est contintiment différentiable, alors elle est localement

lipschitzienne.

Fonction globalement lipschitzienne

Définition 1.17 [25] On dit que f est globalement lipschitzienne par rapport a x s’il existe L > 0
telle que
Vl‘l, Ty € D, Vt € I, ”f(ta:El) - f (t7x2>||E <L ||$1 - x2l|E

1.3. Notions et théorémes de base [
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1.4 Théoremes et formules fondamentaux

Nous rappelons ci-dessous quelques théoremes classiques d’analyse fonctionnelle qui sont fonda-
mentaux pour I'étude des équations d’évolution.

Soit S une surface, frontiere d'un domaine de volume V. Choisissons comme sens positif de la
normale a la surface, le sens qui va de l'intérieur du domaine a I'extérieur. Alors, si A;, A, et Az

sont des fonctions continues dans le domaine, le théoréme de la divergence s’exprime ainsi

Théoreme 1.2 (Théoréme d’Ostrogradsky ou théoréme de la divergence)

/ 0Ay [ 04z  OA3) by / Aydzdz + Agdzda + Asdrdy, (1.12)
ox dy 0z

sous forme vectorielle avec A = (A1, Az, A3), ceci peut s’écrire simplement

/V-Ade /A-ndS. (1.13)
1% S

Preuve. Voir M. R. Spiegel [20]. =

Remarque 1.4 [20] Le théoréme (1.2) est appelé encore théoréme de Green dans Uespace.

1.4.1 Formule de Green

Corollaire 1.1 Soit Q un ouvert bornée de classe C*. Alors pour toutes fonctions u € C?(Q) et
veC'(Q)ona
/Au ()v(x)dr = /? (x)v (z)dl — /Vu (x).Vou (z)dx, (1.14)
0 p 0
ou g—z = Vu (z).n (z) (dérivée normale de w).

Preuve. Voir A. Munnir[2, pg. 33|. =

1.4.2 Quelques inégalités

Lemme 1.1 (Inégalité de Granwal)
Soit T > 0 et soient p et v dans L' (|0, T[, R, ) telles que le produit v soit aussi dans L' (]0,T[,R,).

S’il existe ¢ et ¢y deux constantes strictement positive

t

o) et ol

0

1.4. Théorémes et formules fondamentaux
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alors
t

v (t) < cpexp 62/30 (s)ds
0

Preuve. Voir E. Dumos et R. Joly [9, pg. 33| . =

Lemme 1.2 (Inégalité de Holder)
[29] Soient f e LP (Q) et ge LV (Q) avec L+ 5 =1let 1 <p<oo, 1 <p < oo Alors

[ 15315 <18 91 -
Q

1.4.3 Principe du maximum

[14] Considérons le probléeme

%_Au:() sur 2 x ]0, +o0],

u=0 sur 09 x |0, +o0], (1.15)

uw(0,x) = ug(x)  sur
Théoreme 1.3 [14] Soit uy € L>°(12) et soit u la solution du probléme (1.15), alors on a
{0, infup} <wu(t,z) <max{0, supug} , V(z,t)€ Qx][0,T]. (1.16)

Preuve. [14] (Méthode des troncatures de stampachia).

Soit K = max {0, supug}, supposé K < +oo . Montrons que u < K p.p. sur [0, 7] x Q. On fixe
une fonction G € C*'(R) telle que

(i) G(t) strictement croissante sur |0, +00] .

(ii) G(t) = 0 pour ¢ € |—00,0].

On pose

Enfin on introduit la fonction
O(t) = /H(u(m,t) — K)dzx.
Q
On démontre aisément que ¢ a les propriétés suivantes

® e C([0,400[,R), @0)=0, ®>0 sur [0,+o0].
® e CY([0,+o0[,R),

1.4. Théoremes et formules fondamentaux B}
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et

o (t) = /G(u(m,t) — K)%(x,t)dm = /G(u(:v,t) — K)Au(z,t)dx

Q

- —/G'(u(:c,t) - K) |Vu(a:,t)|2d:c <0,

car G(u(x,t) — K) € H} () pour ¢ > 0.
Il en résulte que ®'(t) < 0 sur ]0, +oo| et par conséquent & = 0. Donc, pour chaque ¢ > 0,
u(z,t) < K p.p.sur). m

Considérons maintenant le probleme non homogéne

9u — Au= —f(u) sur [0,7] x Q,
u=0 sur [0, 7] x 09, (1.17)

u(0,x) = up(x) sur €.

ou f € CYR,R,), ug(z) € L=(Q).

Théoreme 1.4 Soit uy € L>(2) et soit u la solution du probléme (1.17) (puisque f(u) > 0 Vu >0,
(ie) (% — Au<0)

(i) Si ug > 0 p.p. sur 2 x |0, +o0| .

(ii) St ug € L=(€2), alors u € L>(RQ) et [Jul[ ;00 gy < [uo0] oo (q) -

Preuve. Voir H. Brezis [14]. =

1.4.4 Théoréme de comparaison pour les équations non linéaires

Nous considérons les premieres équations paraboliques non linéaires
Pu = f(z,t,u), (z,t) € D, (1.18)

ouD = x (0,7) est un domaine borné dans R" x R, avec 02 régulier.
Ici

n

—Pu=wu — Au=u — Z (a;j (x,1) uxi)xj : (1.19)

ij=1
ou (a;;) est une matrice symétrique, et chaque a;; est bornée dans D. En outre, nous supposons
que P est parabolique uniformément dans D. Enfin, nous supposons que f est de classe C! par

rapport a u et a support continu par rapport a x et t.

1.4. Théoremes et formules fondamentaux [}
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Soient u et v des fonctions de = dans 2 et des fonctions de ¢ de classe C* sur [0, T, nous considé-

rons les trois conditions suivantes
Pu— f(z,t,u) < Pv— f(x,t,v) (x,t) €D,
u(z,0) > v (z,0) T € Q, (1.20)
oy Bu> 4 By (x,t) €99 % (0,T).

Ou B = (B (x,t) > 0sur 992 x (0,7, et v est toute direction vers 'extérieur. En supposant que ces

conditions, nous avons la théoreme de comparaison suivant. [18]

Théoreme 1.5 Par les conditions ci-dessus sur P et f, si (1.20) satisfait, alors u (z,t) > v (z,t)
pour tous (z,t) € D. En outre, si u(x,0) > v (x,0) pour chaque = dans un ouvert 2y C €, alors
u(x,t) > v (z,t) dans Q; x [0,T].

Preuve. Voir J. Smaller [18, pg. 94| . =

1.4.5 Formes quadratiques

Définition 1.18 [13] Une forme quadratique est un polynéme homogéne du second degreé.

Une forme quadratique par rapport aux n variables uy, us, ..., u, peut étre représentée par
n
S aguin;. (1.21)
ij=1
ou
A= (i) 1< jen

est une matrice symétrique.

n

Si nous désignons la matrice-colonne (uy,us, ..., u,) par u et la forme quadratique E a;ju;u; par

A(u,u), nous pouvons écrire o
A(u,u) = u'Au
= Au-u.
Définition 1.19 [13] La forme quadratique A(u,u) est dite définie positive si
A(u,u) >0, Yu € R", u # 0. (1.22)

Théoreme 1.6 Une forme quadratique A(u,u) est définie positive si et seulement si, tous les déter-

minants principaux successifs de sa matrice des coefficients sont positifs.

Preuve. Pour démontrer ce théoreme Voir E R. Gantmacher [13, pg. 306]. =

1.4. Théorémes et formules fondamentaux
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1.5 Semi-groupe et générateur infinitésimal

1.5.1 Semi-groupe

Définition 1.20 [17] Soit X un espace de Banach, alors la famille {S(t)},-, est appelée semi-groupe
si les conditions suivantes sont satisfaisantes

a) S(0)=1.

b) S(t)S(s) = S(t+ s), pour tout t et s > 0.

Définition 1.21 [17] Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés est dit

(i) Uniformément continu si lim |S(t)u — u|| = 0 dans X, pour tout u € X.
t—0
(ii) Fortement continu ou de classe Cj si lim St)u =u, Vu € X.
t—0

(iii) Semi-groupe de contraction s’il est de classe Cj et ||S(¢)|| < 1.

Théoreme 1.7 [17] Soit (S(t)),, un semi-groupe fortement continu sur X, alors il existe deux

constantes M > 1, w > 0 telles que

|1S(H)|| < Me™  pour tout t > 0.

1.5.2 Semi-groupe analytique

Définition 1.22 [3] Soit A ={z € C: ¢, <argz < ¢y, ¢, <0< @y}, et pour tout z € A, soit S(z)
un opérateur linéaire dans un espace de Banach X.

(i) La famille S(z), z € A est un semi groupe analytique sur A.

(ii) S(o) =TI et ZEE}DQHOS (2) up = ug pour tout ug € X.

(iii) S (z1) S (22) = S (21 + 22) pour z1, z3 € A.

Un semi-groupe est appelé analytique s’il est analytique sur un certain secteur A C C contenant le
demi axe réel positif.

Il est clair que la restriction d’un semi-groupe analytique a Uaxe réel est un semi-groupe continu.

1.5.3 générateur infinitésimal

Définition 1.23 [17] Lopérateur linéaire non borné A défini par

Au = PH&M, pour tout u € D(A), (1.23)
ol
D(A) = {u € X tel que la limite (1.23) existe}, (1.24)

1.5. Semi-groupe et générateur infinitésimal
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est appelé générateur infinitésimal du semi-groupe {S(t)} .

Proposition 1.3 Soit S(t) un semi-groupe continu sur X de générateur infinitésimal A, alors

a) A est un opérateur linéaire fermé, de domaine D(A) dense dans X (D(A) est muni de la norme

du graphe).
b) pour u € D(A), S(t)u € D(A) et
%S(t)u = AS(t)u = S(t)Au, pour toutt > 0.

¢ ¢
c) pour u € X, /S(S)uds € D(A)et A /S(s)uds = S(t)u — uo.
0 0

Preuve. Voir A. Pasy [3, pg. 5]. =

Remarque 1.5 [12] Sur E = RY, l'opérateur A est une matrice de My (R). S(t) = et définit un
semi-groupe. Lexponentielle d’'une matrice est définie par une série entiére donc on peut écrire S(t)

comme suit

+oo n
S(t) _ 6At _ Z (t:‘) .

Théoreme 1.8 (de Hille-Yosida II)

Un opérateur linéaire non bornée (A, D(A)) dans X est le générateur infinitésimal d'un Semi-
groupe de contraction sur X si et seulement si A est m-dissipatif et de domaine dense dans X.
Preuve. Voir J. P RAYMOND [17, pg. 21]. =m

Proposition 1.4 [20] Le Laplacien dans R" est un générateur infinitésimal d’'un semi-groupe forte-

ment continu dans L?(R™) (d’autre choix sont possible, par exemple X = H}(Q)).

1.6 Notion de I’existence locale et globale

1.6.1 Existence locale et unicité

Iétude d’existence locale et d’unicité des solutions du probléeme des équations aux dérivées par-
tielles est basée sur la théorie d’existence pour des équations différentielles semi linéaire abstraites
(Voir A. Friedman [01], D. Henry [08] et A. Pazy [03]).

Soit (X, ||.||) un espace de Banach et soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire, f : X — X.

Etant donné, uy € X.

1.6. Notion de I'existence locale et globale
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Considérons le probléme.

Ay = f t>0
{dt u=1 ’ (1.25)

u(0) = wp.

Définition 1.24 [4] On dit qu’une fonction u de la variable réelle t > 0 a valeurs dans X est une
solution locale du probléme (1.25), s’il existe u définie sur un intervalle maximal [0, T*) qui pour
t < T* est lunique solution de (1.25) dans C* ([0,T*), X).

En particulier, l'une des deux éventualités suivantes a lieu.

i) T* = 0.

i) T* < co et lim ||ul| = oc.
t—T*

Remarque 1.6 [4] - Si la propriété (i) est satisfaite, on dit que la solution u est globale.

- Si (ii) est satisfaite, on dit que u est une solution explose en temps fini.

Exemple 1.2 [4] Considérons le probléme

du _
{ it =f(u), t>0, (1.26)

u(0) = 1.

L

- Si f (u) = u? la solution du probléme (1.26) est donnée, pour 0 < t < 1, par u(t) = .

La solution est donc explose lorsque t s’approche de 1, donc il y a une solution non globale.
- Si f (u) = u, la solution du probléme est donnée par u(t) = €', donc le probléme de Cauchy admet

une solution unique globale.

1.6.2 Existence globale

Systemes de réaction-diffusion

Définition 1.25 [4] Les systémes de réaction-diffusion sont des systémes couplés d’équations parabo-

liques non linéaires qui peuvent s’écrire sous la forme

0
U DAy — f(u), (1.27)
ot

ott linconnue u (z,t) = (uy (z,t),--- ,um (x,1))" est un vecteur des variables dépendantes,

flztu) = (fi(z,t,u), -, fm (z,t,u)" est la réaction (généralement non linéaire) et D est une

matrice carrée m x m définie positive et diagonalisable appelée matrice de diffusion.

1.6. Notion de I'existence locale et globale
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Existence globale par I’effet régularisant

Théoreme 1.9 Soit le probléeme

u — alAu= f(x,t,u) surQxlo, T,
u=0 sur 99 x [0, T, (1.28)
u(z,0) =ug () x €,

et f(t,r,u) € L*(0,T, LP (Q2)) pour un certain p > %,oun = dim (i.e.)

ft,z,u) € L*(0,T,LP(Q)) < sup |f(t 2, u)llpmq < +oo

0<t<T

& E|c>0,/|f(t,a:,u)|pdx§c, vVt € 10,77,

alors la solution de I'équation (1.28) et globale.

Preuve. Voir D. Henry [8]. =

Exemple 1.3 [31] Considérons le systéme

—Au=—u*  sur [0,T],
u=0 sur 02 x [0, 77, (1.29)
uw(0,2) =up(xr) x€
Nous allons étudies Uexistence globale du probléme (1.29).

On multiplie 'équation du probléme (1.29) par u® et intégre sur ), on obtient

/uautdx — /uaAudx = —/umdx.

Q Q Q

/uo‘“dx + a/ ~Lvul? <0
a+1

Q
= atldr <0
a+1dt/u .

Q

= /uO“Jrl (t,x)dx < /uo‘Jrl (0,z)dz < oco.

Q Q

/|f|pd$:/uapdx p>g,
Q Q

1.6. Notion de I'existence locale et globale
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posons

/uapda: < /uo‘“dx,

Q Q
alors

n a+1 2
—<p< ——=n<2+ —.
2 «a «Q

alors d’apres théoréme de Ueffet régularisant, la solution est globaleen n =1V n = 2.

Fonctionnelle de Lyapunov

Définition 1.26 [18] On appelle fonctionnelle de Lyapunov associée a un systéme de réaction-diffusion
formé de m équations, toute fonction
L:Rt — R,

tel que
d

i
pour tout t > 0 et toute solution (uy (t,.),...uy (t,.)) de systéme.

L(uy(t,.),...un(t,.)) <0, (1.30)

Région invariante

Définition 1.27 [18] Un sous-ensemble fermé > . C R™ est appelé une région invariante pour le
systeme défini par (1.27), si toute solution u(x,t) ayant ses valeurs initiales et aux limites dans ),

reste dans ) pour toute x € () et pour toute t € [0,t*) otl t* < Tax.

Théoreme 1.10 [31] Sidans (1.27) ona

¢

fl (07u2a"' 7um) Z
f2(u1707"' 7um) >

L fm<U1,U2,"‘ 70) ZO

Yuy, ug, -+, Uy, > 0, alors la région
> ={(ur vz, yup) €R™uy = 0,up >0,y > 0},

est invariante.

1.6. Notion de I'existence locale et globale
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Théoreme 1.11 [31] Si dans (1.27) on a

(

fl (M17u27”' ,'me)
f2 (Ul,MQ,"' aum)

L fm(ubu?a"' 7Mm) S 0.
Yuq, ug, -+, Uy, > 0, alors la région

ZZ{(M;U%"' JUm) € R™ uy < My, ug < My, s upm < M}

est invariante.

1.6. Notion de I'existence locale et globale
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Applications de quelques équations
d’évolution et quelques systemes de

réaction diffusion

La modélisation de phénomenes physiques, biologiques ou économiques a toujours été la princi-
pale motivation pour le développement des mathématiques, comme nous savons la modélisation
est la démarche qui permet d’élaborer un modele. Mais tout d’abord la question poser qu’est ce
que modéliser ou bien qu’est ce que le modele mathématique et pour la réponse a cette question
il y a beaucoup de définitions mais la plus simple réponse est :

Le modele mathématique est une traduction d’une observation ou bien convertir un probleme
concret issu du monde réel a un terme de nature mathématique c.a.d. utiliser les théoremes, les

techniques et des expressions mathématiques pour décrire une situation quantitative réelle.

2.1 Topologie du modele

2.1.1 Du modele vers le réel

Ce sont les modéles prédictifs et sont utilisés pour anticiper des événements ou des situations

comme prévoir la météo ou prévenir des épidémies. [15]

2.1.2 Du réel vers le modele

Ce sont les modeles descriptifs et servant a représenter des données historiques, i.e. rechercher

le type du modele a partir d'une masse d’informations dans le but de les interpréter. [15]

17
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2.2 Comment créer un modele mathématique

Pour créer un modele mathématique simple, il faut respecter quelques regles suivantes

1. Choisir un modele ou observer un certain phénomene.

2- Déterminer les lois qui sont liées au phénomeéne.

3. Ecrire les lois sous forme mathématique.

4. Choisir les inconnus et les variables du probleme.

5. Mettre en équation le choix des inconnus et des variables du probleme, cette étape est tres
importante et délicate.

6- Construire le modele en utilisant 'outil mathématique et informatique.

Remarque 2.1 [15] Dans le cas de S.R.D, un méme modéle mathématique peut s’appliquer a plu-

sieurs situations.

2.3 Modélisation en quelques équations d’évolution

2.3.1 Exemple de modélisation du transfert de la chaleur dans une tige

Le transfert de chaleur, 'écoulement d’un fluide en milieu poreux ou encore la diffusion molécu-
laire dans un solide sont tous gouvernés par la méme équation aux dérivées partielles. Examinons
une portion cylindrique d’une tige isolée thermiquement. Nous allons voir comment la tempéra-
ture du cylindre ci-dessous varie quand il recoit (ou perd) de la chaleur provenant du reste de la

tige.

'.-,.‘

Xl -

N U SN NN

T T T T T T 77
—dn—

Fig. 1 : Schématisation du transfert de chaleur.

2.2. Comment créer un modéle mathématique
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Le flux de chaleur satisfait la loi de Fourier

qg=—k 2.1

B
ol k est la conductivité thermique et 7" la température.
Ca veut dire que le flux de chaleur est proportionnel a la dérivée de la température par rapport a
sa position suivant 'axe .
D’apres la premiere loi de la thermodynamique, la quantité de chaleur AQ qui est emmagasinée
dans un matériau de densité p, de longueur Az, durant une augmentation de température AT
est

AQ = c,pAxAT. (2.2)

La quantité de chaleur qui entre dans le cylindre pendant un intervalle de temps At est donc

AQ = —(g2— q1)At (Dentition du flux)
0
~ —(Aaza—i)AT (Théoreme de la moyenne)
0 oT : :
= —Ax%(—k%)At (Loi de Fourier)
0T
AQ = AxAtk—. (2.3)

0x?

Iéquation (2.3) implique
0T
CopAxAT = AxAthk—.
Ox?
Si on divise par AzAt et que At — 0, alors on obtient
ot TV oxr
Iéquation de la chaleur normalisée est
oT 0T
D= =)0 2.
ot Ox? ’ 2.4

ouD = ’“ est une constante qu’'on appelle la diffusivité thermique. [15]
Conclusion

Nous avons vu que le phénomene de transfert de chaleur dans une tige satisfait ’équation de la
chaleur. [15]

2.3. Modélisation en quelques équations d'évolution
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2.3.2 Exemple d’équation d’un produit dans un parallélépipede

Equation de diffusion en 1D

On considere un parallélépipede, de section S, constitué de matiere homogene immobile (de 'eau
par exemple (on pourra aussi considérer le cas de ’eau en mouvement), ayant une concentration
C, d’un produit sur sa face gauche et (5 sur sa face droite. On peut faire comme hypothése que
la quantité de produit ) qui franchit une section S du parallélépipéde, c’est-a-dire qui circule par
unité de longueur sur I'axe des x, de 'avant vers l'arriére pendant le temps At est (voir le schéma

suivant)

F
&
=

Fig. 2 : Schématisation d’'un produit dans un parallépipede

Les hypotheses

La quantité de produit qui franchit est
1- Proportionnel a la section S.
2. Proportionnel a la différence C; — Cs.
3- Proportionnel a At.
4. Inversement Proportionnel a Az (c’est-a-dire plus Ax est petit et plus la quantité de produit
devant franchir la section S pendant I'intervalle de temps At sera importante pour passer de la
concentration (' et Cy).
Soit

Q= szclA;xCQAt. (2.5)
On admettra comme convention que () est positif si C'; > C5 et que le coefficient K, est constant
le long de I'axe O, (on pourra aussi considérer le cas de ce coefficient variable), cette équation

trés simple, admise comme hypotheése, est a la base de ’équation de la diffusion.

2.3. Modélisation en quelques équations d'évolution
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On considere maintenant un volume de matiére homogene découpé en parallélépipede de lon-
gueur Ax. On considére des parallélépipedes suffisamment petits pour que la concentration, au
sein de chaque parallélépipede, y soit considérée comme constante. Faisant un bilan de produit
au niveau de la tranche i selon I'axe des z, on regarde ce qui rentre et ce qui sort de cette tranche
pendant l'intervalle de temps At. Afin de connaitre la concentration dans cette tranche. On sup-
pose donc qu’il n'y a pas d’échange de produits dans les directions O, et O, (voir le schémas

suivant)

[+1

~<
e~
I
—
e~

R
R

N I P N
N

B

!_
"y
S

[ ol 8

~

f
|

>
=
b

[*4

Fig. 3 : Schématisation d’un produit dans les directions O, et O,

La quantité de produit qui franchit la face 1, comptée positivement dans le sens de 'axe O, s’écrit

Cioi — G

At. (2.6)

La quantité de produit qui franchit la face 2, comptée positivement dans le sens de I'axe O,, s’écrit

Ci — Cin

Qir = K, 5— o At. 2.7)

En considérant que le coefficient K, est constant le long de I'axe O,, le bilan dans la tranche i
s’écrit

accumulation (Q;) = ce qui entre (Q;;) - ce qui sort (Q;2)

Ci1—2C; + Ciq
Az
Ecrivons la variation de concentration dans la tranche i

Qi
S. Az
B Ci1 — 20+ Ciy
= IG5 S.Azx.Ax

Q; = K,S At

AC

At

2.3. Modélisation en quelques équations d'évolution
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Cio1—2C; + Cig

AC =K, At. 2.
C . AL t (2.8)
ot AC Ci- C; +C,
—20;+ Ciq
=K, : 2.
At Ax? (29
Faisant tendre At — 0, le premier membre de I'équation précédente va tendre vers %f, a quoi va

tendre alors le deuxiéme membre.
Considérons la courbe dessinée au tableau et sa derlvee ¢ au point d’abscisse z. Cette dérivée
correspond a la tangente a la courbe au point d’abscisse .

On peut approximer cette tangente par la pente de la corde entre les points (z;, C;) et (2,41, Ciy1),

cette pente est égale a M

Cit1—C;
Ax

, plus Az est petit, et plus 'approximation est valide. Autrement

9¢) " a labscisse x; quand

dit, le terme 5
x /1

Az — 0.
ac

De la méme fagon, on peut approximer la dérivée premiere (9= ) a 'abscisse x; par la pente de la

1), = S

On peut maintenant avoir une approximation de la dérivée seconde en z;, en dérivant 2 fois C'(x)

est une approximation de la dérivée premiere (

corde entre les points (z;, C;) et (z;_1,C;_1), alors ( quand Az — 0.

par rapport a z, et en appliquant les 2 facons vues au-dessus

POy o (e
8x2i_ ox ),

Q

TR Pl Fle ¥

(2.10)

9?C\  Ciy —2C; + Ciq
ox? ). Ax? '
Autrement dit, le deuxieme terme de I'’équation A correspond a I'approximation de la dérivée

seconde de la fonction C, quand Az — 0, nous avons

oC Ci 1 — 205+ Ciyy

ot Ka Ax?
oC' 02C
Xk (W) . (2.11)

Léquation précédente est dite de la diffusion 1D (1D pour une dimension d’espace). [15]

2.3. Modélisation en quelques équations d'évolution
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2.4 Modélisation en quelques systemes de réaction diffusion

2.4.1 Environnement

Exemple de proie-prédateur

On prend comme exemple le phénomeéne naturel sous le nom (proie-prédateur), il se produit
surtout dans les foréts, la mer et les grands fleuves.

Au début du vingtieme siecle (1929), Volterra a proposé un systeme d’équations de Réaction-
Diffusion décrivant ’évolution de deux types de planctons (des étres vivants en suspension dans
la mer ou 'eau douce). En supposant que le taux de mortalité des proies et 'augmentation des
prédateurs dus a la prédation sont proportionnels au produit des biomasses des proies P et celle
des prédateurs H et en supposant que les taux des naissances et mortalités naturelles des deux
types sont linéaires et proportionnels a leur biomasse, aussi en tenant compte de la diffusion

constante de chaque espece, on aboutit au systeme

92 — :h,AP + a,,P — a,,P — vP.H
{ or — °F 4 R sur Q x (0, +00) . (2.12)

8l —epAH +a,H — o, H—v'P.H,
Avec conditions aux bords appropriées et conditions initiales positives, les coefficients «,,, v, 7,
al ol ep, ey sont supposés des constantes positives. [5]

m

2.4.2 En chimie

Considérons le schéma réactionnel

h
> niR 2> niR;, avec IUJ ={1,--- p} etINJ =0, (2.13)
iel " jed
ou nq,--- ,n, sont respectivement les nombres de molécules des réactions R, - - - R, intervenant

dans la réaction, les constantes h et . dépendent de la température, de la position = et du temps

t. Lapplication de la loi de conservation de masse et de la seconde loi de Fick (flux) donne

aCk . n;
ms =VdiVer —h ][+ ][ kel
iel jeJ
=V.dVep+h ][ ][, ke, (2.14)
iel jeJ
ol ¢y, ..., c, représentent les concentrations des réactants Ry, . . ., R, respectivement. Les constantes

h et ¢ sont positives.

2.4. Modélisation en quelques systemes de réaction diffusion
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Remarque 2.2 [5| La matrice diagonale D peut dépendre de t, = et u, comme elle ne peut pas étre

(C’est le cas ou la diffusion d’une espéce affecte le taux de production des autres).

Pour I’ébullition de 'eau, par exemple, on prend dans (2.14)
p=3,1={1,2},J={3},n1 =ng =2etny =1, Ry = hydrogéne, Ry = orygéne et Ry = l'eau,
on obtient la réaction classique

2H, + Oy 2H,0. (2.15)

Les équations décrivant cette réaction s’écrivent alors d’apres (2.15)

29Il — 4\ A [H] — h[Ha)* [0o] + ¢ [H2O),

2992l — 4, A [0y) — h[Ho)? [Oo] + L [H,0), 2 €9Q, t>0. (2.16)

20l — Jo A\ [H,0] + h [Hy)* [Oo] + 0 [H2O),

Avec conditions aux bords appropriées par exemple

0[Ha]  0[0s] — 0[H20]
on  On  On

=0,t>0, z €09,
et conditions initiales positives (i.e.)
[Hal,_g = [Ha]y >0, [Oo,_ = [0s]y >0, [H20],_y = [H20], > 0.

Les coefficients h et . sont supposés des constantes positives, quoiqu’ils puissent dépendre de la

température
E
h, v~ TP exp (_ET> , 1< <2 (2.17)

Voir S. L. Hollis et J. Morgan avec différentes conditions aux bords.

2.4. Modélisation en quelques systemes de réaction diffusion
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Existence de solutions de quelques

équations d’évolution

Nous allons intéresser dans ce chapitre de donner quelques théories générales sur I'existence et

I'unicité de solutions d’équations d’évolution du type parabolique de la forme

du _
{dt+Au f sur [0,T7, (3.1)

u (0,2) = uo.

Ou A est un opérateur défini sur un espace F, uq la donnée initiale et f est une application dans
E. Dans la premiere section nous allons donner quelques théorémes d’existence dans le cas F est
un espace de Hilbert, puis £ est un espace de Banach. Dans la deuxiéme section nous choisissons

cas particulier d’étudier I'existence de solution de I'équation de la chaleur semi-linéaire.

3.1 Cas d’un espace de Hilbert

3.1.1 Probleme homogene

Théoreme 3.1 (Théoréme de Hille-Yosida)
Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout uy € D (A) il

existe une fonction
u € C'([0,+00[, H)NC([0,+00[, D(A)),
unique telle que

{ Cé_? + Au =0 sur [0,4o00[, (3.2)

u (0, x) = uop.
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De plus on a

Ju ()] < fuol et

d
% 0] = 140 0] < ] ve >0 (3.3)

Preuve. Voir H. Brezis [14, pg. 105]. m

Théoreme 3.2 Soit A un opérateur maximale monotone, autoadjoint, Alors pour tout ug € H, il

existe une fonction
u € C([0,4+00[, H)NC" ([0, +oc[, H)NC ([0,+c[, D(A)),

unique telle que

2 Au=0 sur [0,4o0], 3.4)
u (0, x) = uo.
De plus on a
du 1
lu ()] < |ug| et I ()| =|Au(t)| < n |ug| Vt > 0. (3.5)

u e C*([0,+00[, D(A")), Vk, lentier.
Preuve. Voir H. Brezis [14, pg. 114] =

3.2 Cas d’un espace de Banach

3.2.1 Probleme linéaire

Equations homogeénes

Théoreme 3.3 (Cauchy, Lipschitz, Picard)
Soit E un espace de Banach et soit A : E — E une application lipschitzienne. Alors pour tout ug € E,
il existe u € C* ([0, +oo[, E) unique telle que
& — Au sur [0, 4o,
u (0) = uy.

(3.6)

Preuve. Voir H. Brezis [14, pg. 104] =m

Equations non homogenes

Soit (E, ||.||) un espace de Banach et A un opérateur m-dissipatif et a domaine D (A) dense dans

E. Etant donnée u, est donnée initiale, et f : [0,7] — E. On veut résoudre le probléme suivant

{u’+Au—f(t), te|0,7],

3.7
u (0) = up. G7

3.2. Cas d'un espace de Banach
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Lemme 3.1 [4] Soitug € D (A)et f € C([0,T], E),on considére une solution u € C ([0,T], D (A))N
C' ([0,T], FE) du probléme (3.7) . Alors on a
t
u(t):S(t)uo—i—/S(t—s)f(s)ds, vVt e [0,7]. (3.8)

0

Preuve. [4] Soit ¢ € [0, 7], on pose

Soit s € [0,T] et h € [0,t — s], on a

w(sth)—wls) _ u(s+h) = S (h)u(s)
; = S(t-s-n)| . }
:s@—&wg““+2‘“@_5WU§—u®]
_ S(t—s—h) _u(S—i-h})L—u(s) —S(h;_ju(s)}.

On fait h — 0, on obtient
Ws)=S(t—s)u(s)— Au(s)].
Alors
Wi(s)=S({t—s)f(s). 3.9
En intégrant 'équation (3.9) entre 0 et ¢, on obtient

t

w(t)=wo+/5(t—8)f(8),

0

on déduit que
t

wazsamM+/su—gf@y
| ]

Corollaire 3.1 [4] Pour tout uy € D (A) et f € C([0,T], E), le probléme (3.7) posséde au plus une

solution.

Lemme 3.2 [4] Pour tout ug € E et f € L'([0,T], E), la formule (3.8) définit une fonction u €
C ([0,T), E). De plus, on a

lull ey, my < llwoll + L f 1l 1 ory, ) -

3.2. Cas d'un espace de Banach
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Proposition 3.1 [4] Soit uy € D (A) et f € C([0,T], E), on suppose que l'une ou moins deux
conditions suivantes est satisfait

() f € L' ((0.T), D(A).

(ii) f e WH ((0,T), E).

Alors u donnée par (3.8) et la solution de (3.7) .

Preuve. [4] Elle décompose en quatre étape, on a uy € D (A).

Posons que
t
U:/S(t—s)f(s)ds, pour ¢ € [0,7],
0
donc
u(t)=S(t)uy+v(t),avecv(0) =0.
Etape 01

On va montrer que
veCH0,T],E).

Car f € L' ((0,T),D (A)), on écrit

Vit e [0,t] et h € [0,t—s],

v(t+h)—v(t) _ %[/S(t—{—hS)f(S)dS/S(tS)f<S)dS]

et on fait h — 0, on remarque que

%Jf — Af dans L' ((0,T),E),
lorsque h — 0, on obtient

:/S(t—s)Af(s)ds+f(t),pourtouttE 0,17,

0

car f € W ([0,T], E), on écrit pour t € [0,T[ et h € [0,T — ]

d*v (t)
dt

~+

’U(Hh;_“(t) —/5(3)f(Hh_S})L_f(t_S)dHS(h)%/S(t—s)f(s)ds,

0 0

3.2. Cas d'un espace de Banach
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et on fait h — 0, on remarque que

ft+h—s)—ft—s)

- f'(t—s) dans L' ((0,t),E),

on résulte que

d+st(t> - /S (s) f'(t = s)ds + 5 (t) f (0), pour tout ¢ € [0,77.

Dans le deux cas on a
dtv (t)

dt

e C([0,T],FE),

et donc
ve O ([0, T[,E).
Etape 02
De la méme facon, on montre que dfd—z(t) existe et égale a }LQ}FU’ (t), d’otile résultat [v € C* ([0, T, E)] .
Etape 03
Soitt € [0,T[eth € [0,T —s].On a

S(h})L—IU(t) _ %/S(t+h_s)f(s)d3_%/S(t—s)f(s)ds.
Ot b ; 1t+h ’
_w(tt })L_U()—E/S(tJrh—S)f(S)dS-

En faisant 4 — 0, on obtient
v(t) e D(A) et Av(t) =" (t) — f (),

par la fermeture du Graphe, il reste vrai pour ¢t = 7'. Il résulte que v € C' ([0, 7], D (A)) et que v
vérifie I'’équation du probleme (3.7) .
Etape 04
On a
u(t)=9S ) up+v(t) € C([0,7],D(A)NC ([0,T],E).

De plus

u'(t) = AS(t)ug+ Av(t) + f ()
= Au(t)+ f(t), pourtoutt € [0,T].

On a donc, (3.7) est immédiat. [4] m

3.2. Cas d'un espace de Banach
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Corollaire 3.2 [4] Soit ug € E, f € C ([0,T], E) et udonnée par (3.8) supposons que l'une des deux
conditions suivantes a lieu

(i) ue C(0.7], D(4),

(ii)u e C*([0,T], E).

Alors u est la solution de (3.7) .

3.2.2 Probleme semi-linéaire

On considere ici le cas particulier de '’équation semi-linéaire avec condition défini comme suit

{ dut Au= f(u), sur [0,7], (3.10)

u (0) = uo.

Solutions locales

Définition 3.1 [12] On dit que le probléme (3.10) admet une solution classique locale si
Vug € D (A),3T > 0,3u € C([0,T[,D (A)NnC* ([0, T[,E).

Proposition 3.2 [9] Si f € L' (|0, T[, E) , alors

t

u(t) =S (t)uo+ /S(t —s) f(u(s))ds, (3.11)

0

est l'unique solution intégrale de (3.10) . Elle dépend de fagon continue de uy et f.

Corollaire 3.3 [9] Si E est un espace réflexif et que f est une fonction lipschitzienne de [0,7T] dans

E, alors pour tout ug € D (A) la solution intégrale (3.11) de (3.10) est l'unique solution classique.

Théoreme 3.4 Soit f € C (R, x E, E) et lipschitzienne sur les bornés de E uniformément sur les
compactes en temps.

(i) Pour tout ug € E, il existe T (ug) > 0 tel que, l'équation d’évolution semi-linéaire (3.10) posséde
une solution intégrale u (3.11) sur Uintervalle [0, T (uy)] .

(ii) La solution dépend continument de la donnée initiale dans le sens oil, pour tout uy € E et pour
tout T € ]0,T (uo)[, il existe § > 0 et k > 0 tel que, pour tout solution intégrale v (t) de donnée
initiale v, tel que,

lup — vol| < 0,ona T (ug) > T et Vt € [0,T].

[o(t) = u (®) <k llvo — uoll -

3.2. Cas d'un espace de Banach
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Preuve. Voir E. Dumos et R. Joly [9, pg. 34]. =

Théoreme 3.5 [9] Soit f € C (Ry x E, E) et lipschitzienne sur les bornés de E uniformément sur
les compactes en temps.

Soit T' > 0, soit ug € D (A) et u € C([0,T], E) lUunique solution intégrale de probléme (3.10). On
suppose soit que f est lipschitzienne en temps et que E est réflexif, soit que f € C* (R, x E, E) . Alors
ue CH([0,T],E)NC([0,T],D (A)) est solution classique de probléme (3.10) .

Preuve. [12] On note d’abord que u est dans une boule B (0, R) de E. On peut donc, sans perte
de généralité, supposer que f est globalement lipschitzienne de constante K aussi bien en temps
qu’en espace. On notera aussi
M = sup ||| et M = sup ||f(¢,0)].
tef0,T] tef0,T]

On a
t+h

u(t+h)—u(t) = (eA(t”’ ) ug + /eA (EHh=5) £ (s,u (s)) ds—/eA(tS)f(s,u(s))ds
0

0
h
= e (e ) uo + /eA(t+h f(s,u(s))ds
0

t

+/€A(t_s) (f(s+hu(s+h))—f(s,u(s)))ds.

0
h
Or (eAh — ]d) Uug = /eAsAuods, donc
0

t
I (t+ ) — u (8)]] < hM || Aug|| + M (KR + M)+ /MK(yhy il (s + ) — u(s)]) ds
0
Il suffit d’appliquer le lemme de Gronwall pour avoir que u est lipchitzienne en temps. Si F est
réflexif, on peut directement appliquer le Corollaire (3.3).
On suppose désormais que f € C'(F). Pour appliquer la proposition (3.1), il suffit de montrer

que u est de classe C. Pour cela, on constate que I'équation

d
dz_Aijft(tu)—i-f(tu) v (0) = vy = Aug + f (0, up),
est bien posée sur E et définit une unique solution intégrale v (¢) Il reste a montrer que v = v/, on
pose donc
h+.)—
P IS ) N
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On a

Ah

h
mﬁ)e“G—%—@MQ+(%#M%@ﬂawwM¢v@m0
0

+/&“@(f@+h“@+£»_f@u@»—ﬂ@m@ﬁ—ﬂ@w@”ﬂ$)%-

0

Quand A tend vers 0, on obtient

t

wp (t) = o (h) + /eA(t_s)f’ (s,u(s))wp (s)ds.

0

et il suffit d’appliquer le lemme de Gronwall pour avoir que wy, tend vers 0. Comme w () est donc
dérivable a droite et par ailleurs continue, u est dérivable sur [0,7]. =

Solutions globales classiques

Définition 3.2 [12] Soit ug € D (A). On appelle solution classique globale toute fonction u €

C ([0, +oo[, D (A)) N C (10, +o0[, E) , tel que

{ | Ay = F (u), sur [0, +oo (3.12)

u (0) = uo.
Théoréme 3.6 Si F est lipschitzienne dans C* (c’est-a-dire, Uapplication
weFE — F'(u)eL(E),

est continue et |F' (u)| < M), alors pour tout uy € D (A), il existe u solution globale classique de
(3.12) .

Preuve. voir E Dardalhon et E Verga [12, pg. 48]. =

3.3 Cas particulier : équation de la chaleur semi-linéaire

On prend maintenant un probléme semi-linéaire concret pour illustrer la théorie sur les EDP semi-
linéaires. On s’intéresse donc a I'équation de la chaleur avec une donnée F' : £ — F localement
lipchitzienne. On note £ = Cj (Q2), 'espace des fonctions continues a support compact dans ).

Le probleme s’énonce ainsi, on cherche

ue C([0,T],E)nC([0,T],Hy () nC* ([0, T],L* (), Aue C([0,T],L*()),

3.3. Cas particulier : équation de la chaleur semi-linéaire
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tel que

{ u — Au = F (u), (3.13)

u(0) =up € E.
On a alors

Proposition 3.3 [12] Soituy € E, T > 0etu € C([0,7], E). Alors w est solution du probléme (3.13)

si et seulement si u Vvérifie

t

u(t) =S (t)uy+ /S (t—s)F(u(s))ds. (3.14)
0
3.3.1 Existence locale

On énonce premierement un résultat d’existence locale

Théoreme 3.7 [12] Pour tout uy € E, il existe un unique u défini sur [0, T] solution de (3.13), pour
toutt € [0,7].

Preuve. [12] Soit uy € E. La proposition implique que trouver une solution (3.13) équivaut a
trouver u vérifiant (3.14). On applique le théoréeme d’existence locale déja vu précédemment. On
pose

g:10, 7] x Q — R,

tel que F'(u) (x) = g (u(z)). On vérifie que g est lipschitzienne sur les bornés. Montrons donc que
Vr,Vh,ve B(0,r), IM,, |lg(t,h) —g(t,v)| < M, ||h—v].

Soit r > 0, pour tout z, ||F (h)(z)— F (v) (z)|| = ||lg(h(z)) —g(v(x))|, or F est localement

lipschitzienne donc pour tout h € B (0, r), il existe V}, et K}, tels que pour tous v, w € V}, on a
|F (h) (z) = F (v) ()| < Kplv(z)—w(@)]|

< max( sup Kh> [o(z) = w ()]

r heB(0,r)

Donc on peut appliquer le théoreme d’existence locale car la constante de Lipschitz est indépen-
dantede h. m

3.3. Cas particulier : équation de la chaleur semi-linéaire
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3.3.2 Existence globale

Il y a deux types de résultats pour I'existence globale. Le premier donne que si F' satisfait cer-
taines conditions pour |u| grand, alors toutes les solutions de (3.13) sont globales et le deuxieme
donne que si F satisfait a certaines conditions pour |u| petit, les solutions seront globales a condi-
tion d’avoir de petites données initiales. On considere dans un premier temps |u| grand. On a le

théoréeme suivant

Théoreme 3.8 [12] On suppose qu’il existe des constantes K et C telles que
F(u) < C|u?, pour |u| > K.

Alors pour tout ug € E, la solution de (3.13) donnée par (3.14) est globale.

Preuve. [12] Montrons que

sup ||u ()] < +o0.
(0,7

Ceci donnera que 7' = +o0 et que la solution est globale. Faisons une estimation d’énergie c’est-

a-dire multiplions I'équation par u et intégrons sur €2, on obtient

2dt/| = /|W|2+/|F(u)u|.
Q Q

Les intégrales ci-dessus sont bien définies compte tenu de 'espace dans lequel on a choisi u. On

scinde la derniére intégrale

2dt/|| /'WH / |F (u) ul + / Clul?.

QN{|ul<K} Q{[ul=K}

Le terme / |Vu|? est positif donc

1d
Q Qn{ju|>K}

On peut majorer la premiére intégrale par C’ puisque u et F'(u) sont continus sur un compact.

= / lu ()| dt.

On pose

3.3. Cas particulier : équation de la chaleur semi-linéaire
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On integre I'inégalité précédente entre 0 et ¢t on obtient que
t
()~ £(0) < C't+C/f(s)ds.
0
On utilise maintenant le lemme de Gronwall qui donne
t
0 <O+ Chep |0 [10)ds
0

De plus ¢t € [0, 7], on obtient finalement la majoration suivante

f @) <(f(0)+C'T)exp C/f(s)ds < 4o00.

On obtient ainsi le résultat souhaité. m
Voici maintenant le théoréme d’existence globale pour |u| petit.
On notera A = inf {||Vul| ., u € Hj (), |lull,. =1}.

Théoreme 3.9 On suppose qu’il existe o« > 0 et . < A\ tels que
wF(u) < plul?, ¥|ul < o

Alors il existe une constante A telle que si ||ug|| < «A, la solution u correspondante de (3.13) est

globale et
lu ()] < Alluol| =4, vt > 0. (3.15)

Preuve. Voir E Dardalhon et E Verga [12, pg. 53] =

3.3. Cas particulier : équation de la chaleur semi-linéaire



Chapitre 4

Existence globales de solutions pour

quelques systemes de réaction-diffusion

Dans ce chapitre nous intéressons d’étudier I'existence globale de solution de quelques systemes
de réaction-diffusion (2 x 2). Pour démontrer 'existence des solutions des S.R.D, il y a plusieurs
méthodes telles que la méthode des régions invariantes, méthode de I'effet régularisant, méthodes
fonctionnelles sont basées sur des estimations a priori ou sur des fonctionnelles de Lyapunow.
Ici, nous n’exposons pas la premiere méthode puisqu’elle ne donne pas toujours I'existence glo-
bale vu la difficulté et la complexité des termes de Réaction de certaines S.R.D, mais nous nous
consacrons a la méthode de l'effet régularisant qui est basé sur des méthodes fonctionnelles de
Lyapunov qui nous donne des résultats satisfaisants, donc pour démontrer I'existence globale il
suffit de démontrer que les termes de réaction sont dans L ([0, 7', L? (£2)) pour un certain p > &

ou n = dim Q.

4.1 Existence globale de solutions pour des systemes de réaction-

diffusion a matrice diagonale

Considérons le systéme parabolique semi-linéaire suivant

%_dlAu:—f(u;U> dans R+XQ, 4.1)
% — dyAv = f(u,v) dans R* x Q. .
Avec les conditions aux bords
Ou _ dv _ 0 sur RT x99, (4.2)
dn  On

36



Chapitre 4. Existence globales de solutions pour quelques systémes de réaction-diffusion

et les données initiales
u(0, z) = ug(x), v(0,x) = vo(z) dans €, 4.3)

Ou (2 est un domaine borné dans R”, de frontiere 05). d;, d, sont des constantes positives non nul
et d; # ds. Les données initiales sont supposées non négatives. La fonction f(u,v) est continiment

différentiable sur R* x R* et non négative qui vérifie f (0,s) = 0, pour tout s > 0 et

In (1
lim { n +Sf(7“, 8»] < a < ', pourtout r >0. 4.4)
ou 8dyd
o= 172 21] (4.5)

n|uoll . (di — d2)*

4.1.1 Existence locale et positivité de solutions

Existence locale

dans I'espace de Banach C () nous définissons la norme ||ul| ., = sup|u(z)|. Lespace produit
zeQ

X =C(Q) x C(Q) muni de la norme ||(u,v)||y = |lul|, + ||v||, devient un espace de Banach. Si
w(t) = (u(t),v(t)), alors nous pouvons convertir le systeme (4.1) a un systeme de premier ordre

abstrait dans 'espace de Banach X de la forme

{ dw ) =[Jw®) + Flo@)], t>0
w (0) = wo = (uo, vo) € X,

(4.6)

avec
Flw(t)] = (=f (u,0), f (u,0)),

i.e. I est une fonction localement lipschitzienne sur 'espace X. Lopérateur

[[:D(a)xD(A) - X,

diA 0
0 dA )’
ou

D(A)z{ueO(ﬁ):AueC(ﬁ), 8_77:0}.

Si d > 0, alors 'opérateur dA génere un semi-groupe analytique des opérateurs compacts sur

est défini par la matrice

ou

Pespace C (). Si S; (t) et S, (t) sont les semi-groupes analytiques générées respectivement par

4.1. Existence globale de solutions pour des systémes de réaction-diffusion a matrice diagonale
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diA et dyA, dans I'espace C (ﬁ), alors I'opérateur H génere un semi-groupe analytique des

opérateurs compacts dans I'espace X qui est donnée par

S 0
0 S(t) )

Lexistence d’'une solution locale classique de (4.6) dans un intervalle maximal [0,7*] (voir D.
Henry [7] et A. Pazy [3]). [21]

La positivité de solutions

Toutes les méthodes (principe du maximum, région invariant...) garanties la positivité de solu-
tion. Maintenant nous rappelons que la bornitude de la premiere composante « de la solution est
garantie par le principe du maximum.

En effet

Bt

Gu <0 dans ]0, T*[ x 9.
n

{ %u g, Au<0 dans ]0,T*[ x Q,

Alors d’apres le théoréme du principe du maximum [théoréme (1.4)], on a

u < Jluollo -

4.1.2 Existence globale de solutions

Utilisation d’une fonctionnelle de Lyapunov a croissance exponentielle

Théoreme 4.1 (Voir M. Yahi & K. Saoudi [21])

Soit (u(t,.),v (t,.)) une solution du systéme(4.1), alors la fonctionnelle

t— L(t) = / (M —u(t,z)) " exp B (t,z)] dz, 4.7)

Q

est une fonction décroissante dans I'intervalle [0, 7*) pour toutes constantes positives (5 et ~y telle

que
LM <~ < L‘QQ, (4.8)
(dy — d»)
et tout M satisfaisant
[uoll oo < M. (4.9)

4.1. Existence globale de solutions pour des systémes de réaction-diffusion a matrice diagonale
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de réaction-diffusion

Preuve. Dérivons L par rapport a ¢, on obtient

ou

L'(t) = / [('y (M — u)ﬂ*1 exp BU) 5 + (ﬂ (M —u) " exp ﬁv)

ov
E d.%'

— / [diy (M — w) T Au+ doyf (M —u) Y Av] exp (Bv) dx

Q

+/ [ﬁ (M —u)" —~ (M — u)_v_l} f(u,v)exp (Bv) dx,

alors
L'(t)y=1+J.

En utilisant la formule de Green on obtient

I= —/T (Vu, Vo) (M —u) " % exp (Bv) d.
Q

Oou

T (Vu, Vo) =7 [di (v + 1) [Vul’ + 8 (M — u) (di + d2) VuVv] + dof* (M — u)? |Vu]>.

Le discriminant de 7" est donné par
D= (M —u)? B [(di +ds)*y — 4dids (v + 1)] .
Notons que D < 0 si

4dyd 4d,d
Y < 122=>’Y< 122‘
Y+1  (dy +dy) (dy — dy)

D’autre part on a

I= [BOL= )7 =3 01 =) 7] o) exp (50) do
Q
Notons J < 0 si

puisque nous avons 0 < u < M, pour tout u (Principe du maximum), puis il suffit de choisir v tel

que
v > M.
On résulte que
4dyd
BM <y < ———2.
(dy — d»)

4.1. Existence globale de solutions pour des systémes de réaction-diffusion a matrice diagonale
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On établit que si / < 0 et J < 0 alors (4.8) est satisfaite.
Finalement, nous avons montré
L'(t) <0.
Nous avons établi que L < k pour une constante k et par conséquent
(M —u) " exp (Bv) € L= ([0.T*], L' (Q)) . (4.10)
Ce implique que
/exp/Bv (t,x)dx < k.

Q
Comme la fonction f est continue dans R? et par le principe de maximum, 0 < u < M, alors la

limite (4.4) est uniforme sur [0, M] alors, Il existe deux constantes h et a appartient a R telle
que
1+ f (u,v) < hexpawv, pour tous v > 0 et u € [0, M],

par conséquent

/|f\pd:z: < h/exp (apv)dz,
0

Q
posons 3 = pa, alors on peut choisir v et M tels que (4.8) et (4.9) soient satisfaisante. Donc
4d,d
E|p>2, E|a>0:pazﬁ<;22,
2 (dy —dy)" M
nous déduisons que
flu(t,.),v(t,.)) e L>=([0,T"], LP(2)) pour un certain p > g

Alors, d’apres le théoreme (1.9), la solution (u,v) est globale sur [0, 7*]. m

Théoréme 4.2 [21] Si f € C* (R%) est une fonction dérivable continue non négative telle que
f(0,s) = 0 pour tout s > 0 et satisfaisant a la condition (4.4), alors toutes les solutions de (4.1)-
(4.3) avec des données initiales positives, sont globales dans le temps et uniformément bornée sur
Uintervalle [0, T™[.

4.2 Existence globale de solutions pour des systemes de réaction-

diffusion a matrice triangulaire

Considérons le systeme parabolique non linéaire suivant

%—aAu:)\—f(u,v)—/m dans Rt x Q,
8(?]5 (4.11)
E—cAu—dAv:f(u,v)—pw dans R x Q.

4.2. Existence globale de solutions pour des systemes de réaction-diffusion a matrice triangulaire
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Avec les conditions aux limites suivantes

u = v =0 dansR" x 09, (4.12)
on  In
et les conditions initiales
u(0,2) = ug (), v(0,2) =vo(x) dans . (4.13)

ou  est un domaine borné de classe C! dans R", de frontiére 99, a, ¢, d, \, i des constantes
positives.

Nous supposons les hypothéses suivantes

(Al):a > 0,¢ > 0,d > a, 2Vad > ¢, A\ > 0 et u > 0, et la fonction f(u,v) est continiiment
différentiable sur R™ et non négative tel que,

(A2): £(0,7) =0et f(&n)>0avec f (ng (ﬁ —§>) —Oolla+ec>d,

(A3): f(&n) < Cp (&) n e pour quelque constante C' > 0etaw > 0ol a+ ¢ < d.

Ou r est une constante positive tel que (r > 1) et ¢ et une fonction continiment différentiable
non négative sur [0, +o00) tel que p(0) = 0.

vo (), up (.) sont non négatives et les fonctions borné satisfaits les restrictions suivants

A 8ad
luoll, < m < m,quand a+c<d, (4.14)

A
||U0||OO S ;7 quanda+02d,

Vo > ¢ <i — UO) . [6] (4.15)

4.2.1 Existence locale et positivité de solutions

Existence locale

Pétude de l'existence et l'unicité de solution locale (u,v) de (4.11)-(4.13) découle du théoréme
d’existence de base pour les équations parabolique semi linéaire (Voir D. Henry [8],A. Paz 3],
A. Friedman [1]). En conséquence, pour toute données initiales dans C (Q) ou L* (Q) il existe
T* € (0, +00) tel que (4.11)-(4.13) admet une solution unique classique sur [0,7*) x 2. [6]

La positivité de solutions

Comme les conditions initiales (4.14) et (4.15) sont satisfaites sous 'hypothese (A1) et (A2), le

lemme suivant dit que la solution classique de (4.11)-(4.13) est non négative sur [0, 7*) x €.

4.2. Existence globale de solutions pour des systemes de réaction-diffusion a matrice triangulaire
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Lemme 4.1 [6] Supposons que (A1), (A2) sont satisfaits, alors pour toutes conditions initiale ug
et vy sont satisfaisant (4.14) et (4.15). La solution classique (u,v) de probléme (4.11)-(4.13) sur

[0,T%) x Q est satisfait
A c A
0<u<— v2> ——u.
It d—a \p

Preuve. Dans le systeme (4.11) , la matrice de diffusion est

a= () s ).
c d 0 d

)\1:&,

)\gzd.

Les valeurs propres de A! sont {

Les vecteurs propres de A’ sont
4 \ 1

le vecteur propre associée a \; est v; = ( 0 ) ,

C

le vecteur propre associée & \y est vy = [ 4@

Multiplions la premiere équation de systeme (4.11) par 1 et la deuxiéme équation par O puis en

additionnant le résultat des deux équations membre a membre, on obtient

ou
a—aAu—/\ f(u,v) — po,

De la méme facons, multiplions la premiéere équation de systeme (4.11) pa

équation par 1 puis en additionnant le résultat des deux équations membre a membre, on obtient

0 c c d—a—c c A
a(d_au—l—v)—dA(d_au—l—v) =0 f(u,v)—u[v—d_a(;—u)],

posons le changement de variable.

Alors p p
w —a—c
E—dAw R F(u,w) — pw
On déduit le systéeme
— —alAu=\—F (u,w) — pu dans (0, +o00) x €,
ﬁu d—a—c (4.16)
— —dAw = ﬁF (u,w) — pw dans (0, +o00) x 2.

4.2. Existence globale de solutions pour des systemes de réaction-diffusion a matrice triangulaire
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Avec les conditions sur la frontiére

ou  Ow
—_— = — = -].
an ~ an 0, 4.17)
et les conditions initiales
u(0,2) =up (z), w(0,2)=wy(z). (4.18)

Si nous supposons (A1) et (A2), alors avec une simple application du théoréme de comparaison
(voir théoréme 1.5) et théoréme de région invariant (voir théoréme 1.10) le systeme (4.16)

implique que pour toutes les conditions initiales u, et v, satisfait (4.14) et (4.15), on obtient

A
0<u(t,z) < —, v(t,z) >
1

<5 _ u(t,x)) V(7)€ [0,T7) x Q.

d—a \u

4.2.2 Existence globale de solutions

Il est clair que pour prouver 'existence globales de solutions de probleme (4.11)-(4.13), nous
avons besoin prouver pour le probleme (4.16)-(4.18). Dans un premier temps, lorsque (a + ¢) >
d, les solutions locales classiques de (4.11)-(4.13) peut étre élargie comme une solutions clas-
siques et uniformément borné sur [0, +00) x € pour toute donnée initiale u, non négative et v
satisfait (4.14) et (4.15) sans aucune restriction sur la croissance de la fonction f sous les hypo-
theses (A1) et (A2). En effet, depuis u, w et f sont positifs ou nuls, puis a partir de (A1) et (A2),

nous avons par le théoreme de comparaison que
A «
0<u(t,z) < —, 0<w(t,z)<||wolly, V(t,z)e[0,T%) x Q.
1
Maintenant, le principale résultat pour le cas (a + ¢) < d est indiqué dans le théoreme suivant. [6]

Théoreme 4.3 (Voir BELGACEM REBIAI [6))

Sous les hypothéses (A1)-(A3) et les restrictions (4.14) et (4.15), les solutions de probléme
(4.11)-(4.13) sont globales et uniformément bornées sur [0, 77*) x Q. Depuis 0 < u < ﬁ, alors le
probleéme de I'existence globale réduit pour établir le caractére borné uniforme de w sur [0,7%).

Par la théorie de L -régularisant pour 'opérateur parabolique, il en résulte qu’il suffit pour déter-

d—a—c

miner une estimation uniforme de |[pF' (u,w) — pwl|,, sur [0, 7*) pour certains p > § ol p = “*

la preuve du théoreme (4.3) est basée sur la proposition clé suivante.

4.2. Existence globale de solutions pour des systemes de réaction-diffusion a matrice triangulaire
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Utilisation d’une fonctionnelle de Lyapunov a croissance exponentielle et polyn6miale

Proposition 4.1 [6] Supposons que (A1)-(A3), (4.14) et (4.15), pour chaque solution classique
(u,w) de (4.16)-(4.18) sur [0.T*) x Q, on considére la fonction

L(t) = / [5u+ (M —u)7 (w+ 1) W] (t,x) da,

Q

ol «, 3,7, 0, pet M sont des constantes positives telles que

A 2 4ad ~(1
Sem< 7<7=L2,5:max{%w}. (4.19)
[ an’ (a — d) =)
Alors, il existe 0 > 0, 0 > 0 et p > 7 telle que
d
dtL( ) < —pL(t)+ o, Yt €[0,T"]. (4.20)

Avant de démontrer cette proposition nous avons besoin le lemme suivant.

Lemme 4.2 [6] Soit (u,w) une solution de (4.16)-(4.18) sur [0,T[ x € puis sous Uhypothése (A3),

nous avons

/F(u(t,x) Wt ) dz < A |9 — jt u(t, 2)da. 4.21)

Preuve. [6] Etant donné que u est une fonction non négative, il suffit d’intégrer les deux cotés de la

premieére équation du systéme (4.16) sur €2, pour obtenir (4.21) qui participe la preuve. =

Preuve. De proposition (4.1). [6]

Dérivons L par rapport a t, on obtient
dtL< ) = 0— / (t,x)dx +/ [V (M = u) ™ (w + 1)Puy + Bp(M — u) 77 (w + 1) wy] e*Pdx
+/Qozp(M — )7 (w + 1)PPw,ePdx
- 5;@ u(t, z dx+/ {pp(M — ) [a+ B(w+ 1) =4} F (u,w) (M —u) 7 (w + 1) ePda

+/Q {lov(M =) Hw + P Aut pd(M = u) ™7 [Blw+ 1) + a(w+1)7] Aw)e™d.

+Q/M {7 (M —u)™" (2 — u> —pla+Bw+1)7"] w} (M —u)™7 (w+1)Pe™dy.

Par une simple utilisation de la formule de Green, nous avons

d

L) = 54 [ u(t)do+ 1+

dt

4.2. Existence globale de solutions pour des systemes de réaction-diffusion a matrice triangulaire
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tels que
I= —/T(Vu, V) (M —u) "% (w+ 1) e dz.
Q

Ou

T(Vu,Vu) = ay(y+1)|Vul® +p(a+d) (M —u) [a+8(w+1)""] VuVw
+dp (M —u)* {o®p +208p (w + 1) + 5 (5 — 1) 7} [Vwl”.

Le discriminant de 7" est donné par
D=qp(d—a)*(M—u)* {B[Bp(y =) +7 (1 + N (w+ 1) +a’p(y=7) [a+28 (w+1)"]},

d’aprés la condition (4.19), nous avons D < 0, alors la forme quadratique est positive et par

conséquent
I<0. (4.22)

Maintenant calculons le terme J
= — -1 é — — -1 _ - Bp apw
J sy (M —u) . ul—pla+Bw+1) Jwp(M—u)" (w+1)7 ™dz
Q

+/ {op(M —w) [a+B(w+1)7"] =7} F(u,w) (M —u) "7 w + 1) eda.
Q
En ce qui conserve le terme J, depuis (O <u< % < M) , nous observons que
J = /M (y—pla+Bw+1)"w) (M —u) " (w+1)" e™dx
0

w(a-2) 0t o 54 107 =) F ) o4 1) e

IN

(M _ 2) o /Q BpM — (7 — apM) (w + 1)] F (1, @) (w + 1) ey

+1 <M—2)_W/ﬂ{v+1—p[a+6(w+1)_1]w}(w+1)6p e dx

—/u (M —u)™" (w+ 1) e + pdu — pdudz
0

IN

AN -1 D apw
—pL(t)+5/\|Q|+u(M—;) /Q{7+1—p[a—|—ﬁ(w+1) }w}(w—l—l)’g ePYdx
+ (M—g) ' /Q[Bp]\/[—(fy—apM) (WA 1] F (u,w) (w4 1) eordy,

De (4.19), nous obtenons (% < -1-), alors nous pouvons choisir p tels que(2 < -2-).

4.2. Existence globale de solutions pour des systemes de réaction-diffusion a matrice triangulaire
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On pose
51 = (7+1—p[a+5(w+1)—1] w) (w+1)ﬁp P
dy = [BpM — (v — apM) (w+1)] (w + 1)5%1 0P
On obtient
/\ - )\ —y—1
S < —pL () + 0N QU + poy <M——> /1dx—|—52 <M——> /F(u,w)dm
M 0 M Q

A\ 77 A\ 7
< —pL(t) + SN |Q| + poy (M - ;) |Q| 4 62 (M — ;) /F(u, w)dzx
0

A\
1 + &2 (M — —) /F(u,w)dx.
% Q
—y—1
Soit § = d5 (M - ﬁ) , et en utilisant le lemme (4.2). On obtient

by -
)\(5"‘,[1/(51 (M— —)
2

De (4,23) et (4.24) , nous concluons que

d
—L(t) < —ul
SL{) < —pL (1) + 0,

-
< —uL(t)+ [N+ pd, (M-%)

J < —uL(t) +

Q4 ox|0 — oL / u(t, z)dz. (4.23)
i )

ollo = (2>\(5+u(51 <M—£>V> 1. m
Preuve. de théoréme (4.3) [6]

Soit p le méme que dans la proposition (4.1), depuis M~ < (M —u)~ " de (4.19) et (A3), il en
résulte que

ol = [ P do <L),
Q
IF (o) :/Q|F(u,w|pdx < MYKPL (D).
Ou K = max ((€).

0<E<
En effet que

Va, 3,0 > 0,0na

/ lwlPde < / (w+ 1) e dz, tel que
v Q

< =) [ [ous O )7 @+ 1)) ds
< (M -w) L
< ML(1).

4.2. Existence globale de solutions pour des systemes de réaction-diffusion a matrice triangulaire



Chapitre 4. Existence globales de solutions pour quelques systémes de réaction-diffusion

De méme facon on obtient
1£ (u, )l = [Lf (s, )]
alors
F (u,w) < (u) wPe™

N /yF(u,wypdngp(M—uyL(t), ot K = max ¢ (u).
Q

o<u<d
==

= / |F(u,w/Pdr < K"MYL(t), ot K = max ( (u).
Q

0<u<2
- T K
Par (4.20) , on voit qu’il existe une constante positive [ tels que
L(t)< B Vtel0,T7],
et par conséquent
lwlly < BM7,
1F (u,w)l, < MYKPB.

Par conséquent pF (u(t,.),w (t,.)) — pw (¢,.) est uniformément bornée dans L? ({2) pour tous ¢ €
[0,T*[, avec p > %.

En utilisant les résultats de régularité des solutions des équations parabolique (voir théoreme
1.4), nous concluons que les solutions du probléme (4.11)-(4.13) sont uniformément bornées sur
[0, +T*[ x Q. |

4.3 Existence globale de solutions pour des systemes de Réaction-

diffusion a matrice pleine

Considérons le systéme parabolique semi-linéaire suivant

du _ diAu — dyAv = f(u,v) dans RT x
gt (4.24)
i dsAu — dyAv = g (u,v)  dans RT x Q.
Avec des conditions aux limites suivantes
u = 9v =0 dansR" x 09, (4.25)
on  In
et les données initiales
u(0,2) =ug (z), v(0,2) =vg (x) dans ¥, (4.26)

4.3. Existence globale de solutions pour des systémes de Réaction-diffusion a matrice pleine
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tel que (ug (), v (z)) non négative, ot ) est un domaine borné de classe C' de R" (n > 1),
u=u(t,zr),v=wv(tz),z € Q t>0sont des fonctions a valeur réelle, A désigne 'opérateur
Laplacien, et les constantes de diffusion d; d», ds, d, sont supposées étre non négative.
Concernant les fonctions f et g, nous supposons les hypotheses suivantes.

(H1): f (r,s) et g (r, s) sont contintiment différentiable sur R™ x R" tel que
f(0,5) >0, g(r,s) 20, Vr,s =0, (4.27)

(H2) : Supposons en outre qu’il existe un nombre entier Vp > 1 tel que

{ CL/K%_lf(T,S)_‘_g(T’S)SCC(T+S+1) 1=1...p, (4.28)

b/ sup (|f (r,s)],]g(r,s)]) < C(r+s+1)", Vr,s 20, m > 1. [19]

4.3.1 Existence Locale et positivité de solutions

Fétude de l'existence locale et 'unicité de solutions (u,v) de (4.24)-(4.26) résulte du théoreme
d’existence pour des équations linéaires semi-paraboliques (voir eg. [8], [3]). En conséquence,
pour les données initiales dans L il existe Ti,.x € (0, +00) tel que (4.24)-(4.26) a une solution

unique classique sur (0.7 .| X 2. En outre.

Remarque 4.1 [19] Sous la condition (H1) il résulte par la méthode de la région invariant que le
systeme (4.24)-(4.26) préserve la positivitée. En d’autres termes, si les données initiales v et vy dans
(4.26) sont non négative, alors les fonctions u et v de la solution correspondante de (4.24)-(4.26) sont

également non négative sur |0, Tinax| % Q2 Voir (D. Henry [8]).

4.3.2 Existence Globale

Utilisation d’une fonctionnelle de Lyapunov a croissance polynémiale

Théoreme 4.4 (Voir M. Mebarki & A. Moumeni [19])

Soit p > "5*. Supposons que la condition (H2) est satisfaite. Alors la solution (u (t,.),v(t,.)) de
systéeme (4.24)-(4.26) avec les conditions initiales positives dans L™ () est existe globalement en
temps.

Nous notons que pour prouver le théoréme (4.4), il suffit de calculer une estimation uniforme de
sup (Hf (u, )l g (u, ’U)Hq> pour certains q > % . (Pour plus de détails voir [8]).

Le lemme suivant est un outil utile dans la démonstration du théoréme (4.4).

4.3. Existence globale de solutions pour des systémes de Réaction-diffusion a matrice pleine
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Lemme 4.3 [19] Soit (u (t,z),v (t,x)) la solution de [(4.24)-(4.26)] et soit

P
L(t) = /ZC;Ki2uivp_ida:,
=0

Q

. o /. . dy +dy do+d
avec p entier positif et K est une série de nombre positifs tel que K > max < T T 3) :

2v/dydy’ 2+/dsd;

Alors la fonction L est uniformément bornée sur Uintervalle [0, T*| , T* < Tiax-

Preuve. [19] Dérivons L par rapport a ¢, on obtient

p p
L'(t) = /Zz’C’;KiQUi_lvp_iutdx + /Z (p—1) C’;Ki2vp_i_1uivtdx
o =0 o =0

2

p
= /Zz (C’;Ki ui’lvp’i> (f (u,v) + diAu + doAv) dx +

Zz’ (C”'Kizui’lvp’i) (f (u,v) + diAu + doAv) dz +

P 2

Z (p—m+1) (C’;"’2K(m’1) vp’mum’1> (g (u,v) + d3Au + dyAv) dx

i (C’;Kizui’lv”’i) (f (u,v) + d1Au + dsAv) dz +

(p—i+1) (C’;_IK(i_l)QUp_iui_l) (g (u,v) + d3Au + dyAv) dx
-@'C';Ki2ui_lvp_if (w,v) +(p—i+1) C;_IK(i_l)va_iui_lg (u, U)i| dx +

-iC’;KiQUi_lvp_idl +(p—i—-1) C;_IK(i_l)va_iui_ldg} Audz +

-iC;KiQUi_lvp_idg +(p—i+1) C’;;_IK(i_l)va_iui_ldd Avdz.
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Par une simple utilisation de la formule de Green, nous avons

P
L'(t) = /Z _Z'C’;Kizui_lvp_if (u,v) +(p—i+1) C’Z’;_lK(i_l)2vp_iui_1g (u, v)] dx —

p
/ 3 <z’CI§Ki2d1) F(p—i+1) c;;—lK(i—l)ng} (i — 1) w=20r1] |Vl do —

Q =2
p
/ 3 <iC;Ki2d2) F(p—i+1) C;—1K<i—1>2d4} [(p— i) 0P~ 1] |V ? da
Q =1 )
p—1
- / 3 [(ichi2d1) +(p—i+1) C;‘lK(i‘l)ng] [(p— i) w 0P~ 1] VuVuda
Q =1
p
- / 3 [(iC;Ki2d2> +(p—i+1) O;—1K<i—l>2d4] (i — 1) u'"20"] VuVoda
Q =2
= I+J+H,
telles que
I = —/ (A|Vu|* + BVuVv + C |Vol’) dz, (4.29)
Q

P
A = Zdli (i—1) C’;KiQUi_2vp_i.

=2
p—1 p

B = Z dyi(p —1) C’;Kizuiflvpfifl + Z dy(i—1)(p—i+1) C’;’IK(i’I)Qui’2vp’i.
i=1 1=2

p—1
C = > dilp—i)(p—i+1)C Ky lrit,
=1

En utilisant le fait que

iCl=(p—i+1)CE = pCiiVi=1,-- p, (4.30)
et
(i—-1)Ci=@p—-1)C3 (4.31)
et
(-G =i(p—i)Ch=(p—1)(p—i+1)C; " =plp - )C,5. (4.32)
On obtient

p
A=Y il DO
=2
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p
B = Zdlp C”’ 2KZ - lvp_i_1+Zd4p(p— I)C;Z%K(i_l)Qui_gvp_i,
i=2

- Bl —I— BQ.
C = Zdﬂ) . 1 Cz le 1)2 Ut lvp—(H-l)?
Posons j = i — 2, on obtient

—
A= Z d1p(P - 1)0272K(j+2)2ujvp_j_27

Zd4p -1)C K(J+1) woP—i- 2

et posons j = — 1, nous avons

C = Zd4p -1) Kjujvpj2

o
B = S ity — 1026
Par conséquent
p—2
== Zp (p=1) oy [KUH) dy [Vul® + (dy + dy) KUY VuVo + K7 dy |Vl | w/oP 7 2d,
=0

alors

I=—(p-1) CjQ/ujvpjz.T (Vu, Vv) dx. (4.33)
Q
Quand T (Vu, Vv) = dy K0+2" |Vul|? 4 (dy + dg) KUY VuVo + dy K7 |[Vol*.

Les formes quadratiques sont positives si

<.
I
o

. 2 .
(4 ) KUY~ ddydy K KO <0 j=0, p—2, (4.34)

en effet

KG+D? (dy +d4)2 — ddyd,

Y

K7 KG+2)?
oo | S0

= (dl + d4)2 — 4d1d4K2 <0
dy +dy
didy

< K.
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Pour j =0,--- ,p— 2, tel que (szax<d1+d4 d2+d3))

2Vdd,’ 2+/dsds

I <0. (4.35)

on déduit que

De méme maniere nous trouvons
J = —/ (D|Vv]* + EAuAv + F |Vul* dx), (4.36)
Q
tel que

p—1
D = Z dat (p — 1) C’;Ki2ui_1vp_i_1,
i=1

p p—
E o= Y il = DOK w20 4 3 dy (p— i) (p— i + 1) G KO i oot

et

p
F=Y dy(i—1)(p—i+1)C KO yi-2p

D’autre part, par [(4.30) - (4.32)], nous avons

D = Zde Oz 2Kz i— lvp—i—l7
E = Zdﬂ? Cz 2Kz i— 2Up i + Zdi’)p Cz 1K i—1)2 z 1,Up—i—1
= El + Es,

et

F = Zd3p _101 QKZ 1)2 12,Up—
Posons j =i — 1, nous trouvons

D = Zdﬂ’(p — 1)05_2K(j+1)2ujvp—j—2’

o
By, = Zd:sp(p—1)05—2szujvp7j72,

et posons j = i — 2, on obtient

p—2

By = Y doplp — 1)C) KU ulgri=2,
=0
p—2

F = ngp( —l)C’] ]+1)2ujvp_j_2,
j=0
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par conséquent
J=—pp—1) <ﬁ4/awwfﬂj%vmvmd% (4.37)
tel que
vawvw)zdﬂdﬁﬂﬂvm2+(@K0“V+thf>vuvU+d3 UHD* |Wul?.
Les formes quadratiques sont positives si
[(BGs +dK7ﬂ2—Mﬂﬂﬁ”WK“m2§0ij,um—Q. (4.38)

di +dy dy+ds
2/ dydy 2+/dsds

J <0. (4.39)

Pour j =0,--- ,p— 2 tel que (KZmax( )).Onrésulteque

Maintenant calculons H

p
i=1
En utilisant les relations [(4.30), (4.32)], on obtient

p
H = / [pz (KZQf (u,v) + K-V (u,v)) Cr_ju'™ 11}"1 dx,
o L =1

d’apres la formule (4.28-a), nous avons

p
H< 63/ [Z u+v+1)Clju’™ lvp"] dz, (4.40)
=1
en effet
H = / [ 'l (u,'U) +K(i—1)2 ( )) Cz 1 ’L ].Up—i] dx’
A -
il RS K* Lyi=lyp=i
i’ u TP =1,...
K17 p; (K(i_l)g f(u,v) + g(u, v)) - VP dx, pouri=1,..p

pE:Kﬁlﬂuw+ng»@1le%rmdmmiszmv

=1

Il
:0\ D

4.3. Existence globale de solutions pour des systémes de Réaction-diffusion a matrice pleine



Chapitre 4. Existence globales de solutions pour quelques systémes de réaction-diffusion

alors

p

Z(u—l—v—i—l)C’ZlZl ]dm pouri=1,..p

=1

H < K(i_l)QC’p/

Q
P 2
i—1 'L 1 _ (i—1)
< 03/[Z(u+v+ 1)C ]dx ol c3 = 1m?<§K :
Q i=1
Pour démontrer que la fonction L est uniformément bornée sur I'intervalle [0, 7*]. Nous écrivons
premierement
[P
L'ty < 03/ Z(u—l—v—i— 1) Cr i’ P ]da:
Q Li=1
[ p
< 03/ Z ,Up z+Zczlzlvpz+1+Z 111 dr
Q Li=1
[ p . . . pil . . .
< 03/ ZC’;u’vp_Z + ZC;_lqup_’_ll dx.
Q L:=0 =0

En utilisant le fait que
p—1
Co_u " = (u+ ) -
=0
L4

par conséquent la derniére inégalité s’écrit par la forme

L'(t) < er(p)L(t) + 63/ (1 + )P

Q

En appliquant I'inégalité Holder en deuxieme terme dans le coté droit, nous obtenons

L%ﬂfquﬂLU)+03{L4(Up¢%;{A;«u+vy)wqmﬂé}.

On a

donc

IN

L'(t)

Cl<p)L(t>+c3{[/Q(1)de]‘l’ {/Q (u+v)Pd:c]ppl}

p—1

:(Mmuw+%mﬁ<éuuwym)p
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Depuis I'inégalité suivante est

sup C)
%, 1, p—1 0<i<p sz p—1i
(u+v)? ZC’uv _—mmC’lKﬂZC P,
0<i<p
remplacons dans la derniére inégalité, on obtient
sup C, v » p;i
/ 1 0<i<p P2 i
e /Zcpx i
0<i<p o =0
sup C’ o
1 0<i<p p=1
< L(t Q| —=2 L)) 7, Vt < Thax.
< AL +el0l | 2 | (L) v s
0<:<p
Par conséquent, L (¢) la fonctionnelle satisfait 'inégalité différentielle suivant
p—1
L'(t) < er(p) L(t) + ca(p) (L(2)) 7, Yt < Tinax, )
tel que
sup C” E
. % 0<i<p
C2(p> _C3|Q‘ mln CZKiQ )
o<i<p P
posons 2P = L(t), alors I'inégalité (/) implique
p e < eip)e” + ealp)2
o o< al ol
p p
& 2 <d(p)z+ )
tel que
c1(p) c2(p)
c(p) = » Co\D) = )
1(p) ) 2(p) )
Z/
< N TS
c1(p)z + &4 (p)
Par intégrant I'inégalité entre 0 et ¢, on obtient
C’z(p)] c(p)
z(t) < [2(0) + exp (¢ (p)t) — ,
05 [s0+ 5] ewicion - 2
ce la implique que
1 LG (p)} c(p)
L] < [L(0)]? + -2 exp (¢, (p)t) — ) (4.41)
2 = {izop + 22 e o) - 20
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Donc la fonctionnelle L(¢) est majorée sur l'intervalle [0,7*], tel que T* est le temps maximal.
Cette majoration est valable pour tout ¢ € [0,7*] et pour tout domaine €2, donc la fonctionnelle
L(t) est uniformément bornée sur [0, 7]

En utilisant 'inégalité

p
= / (Z C’;KiQuivp_i> dr > / (CZIfK”Qu” + CSKOQUP) dr,
o \i=0 Q

on résulte que

L(t) > min (CI?KOQ,C]’;KP sup /updx /vpdx
Q

Par conséquent

=

L)) > [min (chOQ, C;’KPQ)] ¥ sup (Hu ), | (t, x)||p>

L(t))?

su u(t,z)| ,||v(t,z < 7, Vi < Thax (4.42
& sup (Jlu(t.2)], . o (t.2)],) T )
& sup (|l (6,2, o (D)) < elt), Ve < T (4.43)

tel que . .

_ 1 T ) IR 1

0= [min (COK® CLE)]» {{[L(O)] ! c’l(p)} platr)) c’l(p)}'
|

Preuve. (de Théoréme (4.4)) [19]
A partir de (4.28,b), nous avons

sup (|.f (w, )], 19 (u,v)]) < 2 (w+v+1)", Vu,v 20

@/Sup If (u,0)], |g (u, v)]) ™ da < <c2>£9/<u+v+1>pdx

Q
& sup /\f<u,v>1%’idx,/|g<u,v>\%dx g@gi/wﬂ“)pdx, (4.44)
Q Q Q
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d’autre part, nous avons

p
(1" CF (u+ )" da
0

/(u—i—v—l—l)pdx =

Q k

p
k k
Cp (u+wv)" dx

k=0

[1+(u+v)]dx+pz:q§/(u+v)kdx.

k=1 Q

Il
D B O

Par I'application de I'inégalité de Holder

hSAES

p—1 - p—k
C’z]f/ u+ ) SZ Cy / 11’ ’“dx 8 /(u—i—v)pdx ,
k=1 Q

k=1 Q = Q

par conséquent

WSRES

/(u—l—v—l—l)pdmg|Q|+/(u+vpdx—|—ZC’k |Q|P /u+vpdx : (4.45)

Q Q k=1 Q

par usage (4.43) , nous avons

B =

/(u—i—v)pda: = |u(t,2)+v (),
Q
< u(t, o), + v @ 2],
< 2¢(t).
En utilisant la formule
p—1 I
/(u +o+1)dr < Q]+ 27 (c(t))? + ZC’II)f [|Q|T (QC(t))k]
Q k=1
p N L
< ST eyt
k=0
ce qui donne
p
sup (11 (w,0)[15 , lg(w, 0)]1 ) < e - k1215 (2¢(t))" (4.46)
k=0
& sup (|1 (1,0)]1 2,119 (1, 0)]] 2 | < cpn(8), < T, (4.47)
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=3

Com = © [Z L[ <c<t>>ﬂ]

Remarque 4.2 [19] De deux Lemme (4.4) et le théoréme (4.4), nous avons obtenu une estimation

uniforme de sup <||f (u, )|, g (u,v) > avec ¢ = £ > 2. Par le théoreme de Ueffet régularisant,

lg
nous concluons que la solution du probléme donné existe globalement en temps.
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Chapitre 5
Comportement asymptotique de solutions

Dans ce chapitre on s’intéresse a '’étude du comportement asymptotique de solutions pour des

équations d’évolution et quelques systemes de réaction-diffusion.

5.1 Comportement asymptotique de solutions pour quelques

équations d’évolution

5.1.1 Exemple d’explosion en temps fini
Considérons ’équation de la chaleur parabolique semi-linéaire suivant
u, — div (|Vu|" ?Vu) = f (u), v€Q,t>0. (5.1)
Avec la condition aux limite
u(t,x) =0, x€dQ, t>0, (5.2)

et la donnée initiale
u(0,2) =uo (z), =€l (5.3)

Ou m > 2, f est une fonction continue, et {2 est un domaine borné de R". Ici, nous montrons que
I'explosion peut obtenu méme pour disparaitre énergie. Plus précisément, nous aurons I’explosion

a condition

1
— [ [Vug (2)|" dx — [ F (ug (z))dz < 0. [27] (5.4

Proposition 5.1 [27] Soit f dans C (R) satisfaisait
f ()] < g (u), (5.5)

59
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pour g une fonction de classe C*. Alors pour tout ug € L (Q) N HY* (), le probléeme (5.1)-(5.3)

a une solution

{ we L™ (Qx (0.7) N L™ ((0.T), H (), 5.6
us € L2 (2 x (0,7)).
Théoreme 5.1 voir (Salim A. Messaoudi [27))
Soit f dans C' (R) satisfaisant (5.5) et
pF (u) <uf(u), p>m>2, (5.7)

alors pour tout uy non nul tel que uy € L™ (2) N HJ" (?) et satisfaisant (5.4), alors la solution

(5.6) est explosée en temps fini.

Remarque 5.1 [27] Un exemple de fonction f satisfait (5.7) est f (s) = |s|" >, pour p > m > 2.
Cela montrons que dans un sens la source doit dominer le m terme laplacien.

Preuve. [27] En multipliant U'équation (5.1) par u et intégrant sur S), on obtient

/utudx — /V (IVu|™ "2 Vu) udx = / |ul’~* u?de,
Q Q

Q

par Uutilisation de la formule de Green, on obtient

/—quac+/]Vu]md:c:/|u|pda:,

Q
cela implique que

L
5 ™ = llully = 1Vl

H(t)_/F()d mQ/|V|d

Nous définissons

Q
posons
1
Fu) = —uff
p
1
= ~|uf?uu
1
= —f(u)u
A

alors F satisfait la condition (5.7) , donc
1 1
= —/ \ul” dz — —/ |V (x,t)[" dz,
p m
Q Q

5.1. Comportement asymptotique de solutions pour quelques équations d'évolution m
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dérivons H par rapport a t et utilisons la formule de Green on obtient

H(t) = /|u(m,t)|p_1utdx—/\Vu (z, )™ Vuy (,t) d
= /|u(x,t)|p_2ut (x,t)u(z,t) da:—/|Vu (z,0)[™ 2 Vu (2, t) Vg (2, 1) do

= / lu (2, ) [P g (,t) u (2, t) do + /div (|Vu (z, )| Vu (z,1)) ue (z,t) do
Q Q

_ / [l (2, )P 2 (2, 1) + div |V (2, 8)™ 2 Vu (2, )] u (2, £) da
Q

= /uf(z,t)dazzo.
Q

Alors

On définit la fonctionnelle ¢ (t) par

en utilisant l'équation (5.1) on obtient

o (t) = /u (z,t) [div (|Vu (2, 6)[" > Vu (2,t) + [u’ " u] do
= ully = IVully,

p m p m m
=l = = [ Vully; + = [ Vully, - [ Vul;
_ P m
= pH(®)+ (& 1) |vull;.
Alors
/ > (£ m )
¢ () = (£ 1) (1 @+ Ivul). (5.8)

clairement

5.1. Comportement asymptotique de solutions pour quelques équations d'évolution
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Estiment ¢ (t)
m 1

¢z (t) = oF Jully

par Uapplication de Inégalité de point Carré et de l'intégration de Uespace L%, on obtient

m
2

¢2 () < lully, < e Vully,,

tel que c est une constante dépendant de 2 et m > 2. Par conséquent, nous avons

0% (1) < c[H (1) + [|Vull). (5.9)

En combinant entre (5.8) et (5.9) nous avons
& (1) 2768 (1), oy = P, (5.10)
cm
En intégrant (5.10) sur lintervalle (0.7, on obtient
t t
/gb' (s)p~2 (s)ds > /vds. (5.11)
0 0

Ona

alors (5.11) implique que
t
2 Lmy
[ 2 >
s f
0 0

= ¢l (t) < =yt + ] (0), ot v = (

Finalement on obtient

alors ¢ explose en temps fini

Corollaire 5.1 [27] Sil existe to > 0, pour que
1 m
E/\Vu(a:,to)] dx—/F(u(x,to))dx:O,
Q Q

alors la solution (5.6) reste égale a zéro pour tout les temps t > to ou explose en un temps fini t* > t,.

5.1. Comportement asymptotique de solutions pour quelques équations d'évolution
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5.2 Comportement asymptotique de solutions pour quelques

systemes de réaction-diffusion

5.2.1 Exemple d’un systéme a matrice diagonale

Nous considérons le systéeme parabolique de Réaction-Diffusion suivant

9u — diAu = —f(u;v) dans R x ©, s
% — dyAv = f(u,v) dans R* x Q. '
Avec les conditions aux bords
u = 9v =0 sur R™ x 09, (5.12)
on  On
et les données initiales
u(0,x) = ug(x), v(0,2) = vo(z) dans €, (5.13)

Ou  est un domaine borné de classe C! dans R", de frontiere 0. d,, d, sont des constantes
positives non nulles. Les données initiales sont supposées non négatives appartiennent a L> (£2).
La fonction f(u,v) est continiment différentiable sur R* x R* et non négative qui est vérifiée
f(0,s) =0, pour tout s > 0. [21]

Théoreme 5.2 [21] Soit (u, v) une solution globale du systéme (S;) , alors il y a deux constantes non
négatives k; et ks telles que

|u— kil — 0 et [lv— ksl — 0.

En outre, nous avons f (ki,ks) =0 et
1
]{31+]€2 = ﬁ/(UO‘l—’Uo)dl’.
Q

Pour établir ce résultat, nous avons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 5.1 [21] Soit ¢ € L' (R") et o (t) > 0 pour tout t > 0, alors

Preuve. [21] Supposons que nous avons
tl}g—noogp (t) =6

5.2. Comportement asymptotique de solutions pour quelques systémes de réaction-diffusion



Chapitre 5. Comportement asymptotique de solutions

tel que ¢ est une constante, alors V ¢ > 0,3 t. tel que V ¢ > t. nous avons

o (t)—c> —e.
Posons ¢ = £, alors
(t)> ¢
SO — 2'
On a
+o0 +oo +oo
/go(t)dtz /gp(t)dtz /gdt:
0 te 0

On résulte que p ¢ L' (RT), cela contre dit 'hypothése. m

Lemme 5.2 [21] Soit (u,v) une solution globale de (S,), alors

—/!%}dedt< -y
Qr

(ii) :/}%‘dedt<+oo.

Qr
Preuve. [21] Soit F' = [0, +oo[ x 0.

Multipliant la premiére équation du systéme (S;) par o et intégrant sur (), on obtient

JI5

Par une simple usage de formule de Green, on obtient

[l
ot
Qr

ce implique que

ou ou
dxdt — /Auadaﬁdt = —/f (u,v) dedt.

T T

dxdt — d1 '—‘ Vudt — dl/VuV (2&) dxdt| = /f u,v) —dﬁdt

ou|? d1 ou
/ En dxdt + — (|Vu| — [V )dac = —/f (u,v) Edmdt,
Qr Q Qr
alors
/_“ ddt<—/|Vuo| dx+/‘fuv dedt.
Qr

k> + |h)? 9
| ’ _'_‘ ‘ 2|kh],etposonSk=—ueth:f(%v):on()btient

ot
2 2
dl 2 1 au
< = — 1=
dxdt < 2/|Vu0| dx + 2/‘(%
Q Qr

5.2. Comportement asymptotique de solutions pour quelques systémes de réaction-diffusion

Maintenant, on applique I'inégalité
ou

I

T

1
drdt + 5/ |f (u, )| dadt.
Qr
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On résulte que
ou

ot

/

Qr

Depuis ug € L>* (Q2) et f € L> ([0, 7*), LP(2)), on déduit que

2
dxdtgdl/]Vuo\2dx+/]f(u,v)\2dxdt.
Q Qr

2

/ % dxdt < oo,
Qr
et de la méme manieére, on déduit que
2
/ ‘% dzdt < oo.
Qr
Cela prouve le lemme.
Selon le lemme (5.1) , posons
ou?
it t) = —1| d
pit—o= [ |5 dn
Q
pour obtenir par le lemme (5.2)
. Ou(t,x) . Ov(tx)
Jip = = i SR o 514

Maintenant, nous pouvons le principal résultat du théoréme (5.2), avec 'aide des deux lemmes
précédents. m
Preuve. du théoreme (5.2) [21]
Les chemins {u(t), t > 0} et {v(t), t > 0} associés au systeme (5;) sont précompact dans I'espace
de Banach C (Q) x C (Q), choisissons une suite (t,),en qui tend vers l'infini quand ¢ — +oo tel
que

lim u(t,,z) =u, dans C'(Q),

t—+o00
et
lim v(t,,z) = v, dans C (Q).

t—+o0

Etant donné que la fonction f est continue, on obtient

lim f (u(tn,z),v(t,, x)) = f (us,vs) dans C' (ﬁ) )

t——+o00o

Par (5.14), le systeme (.5;) devient a l'infini un systeme elliptique (S5,), de la forme

{ —diAuy = — f (us,v,) dans C (Q) (S.0)

— doAvg = f (us,vs) dans C (ﬁ) .

5.2. Comportement asymptotique de solutions pour quelques systémes de réaction-diffusion



Chapitre 5. Comportement asymptotique de solutions

Avec les conditions aux bords
dus,  Ov,

on  In

Multiplions la premiere équation de systeme (S,,) par u, et intégrant sur (2 et par l'utilisation de

=0 sur 9f). (5.15)

formule de Green, on obtient

d1/|Vus|2dx = —/f (u,v) usde,
Q Q

alors

/\VuSIde:O:Vus:O:>u3:k1,
Q

tel que &, est une constante.

D’autre part, la fonction v, vérifiée le probleme homogéne de Newman suivant

Avy, =0 d Q,
{ v 0 dans (5.16)

% =0 dans 99.
i

Sa solution est v, = ks ou k5 est une constante.
Etant donné que la fonction f est continue sur R? a linfini on obtient f (k;,k2) = 0 la suite
(tn),cn €t arbitraire, alors

|lu — k1]| . — 0 quand ¢t — oo,

et
|lu— kol ., — 0 quand ¢ — oo.
Depuis l'inclusion C' (Q) — L' (Q) est continue.
On déduit que
/ [ult, ) + o(t, )] dx — | (k1 + k) (5.17)
Q

La convergence dans L' (Q) est évident puis que

0
=z <
at/u(t, z)dr <0,

Q

et
0
— >
at/v(t,w)dw >0,
Q

5.2. Comportement asymptotique de solutions pour quelques systémes de réaction-diffusion m
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alors / u(t, z)dz est une fonction décroissante de ¢ et / v(t, x)dx est une fonction croissante de ¢,

Q Q
mais u est non négative et v est borné alors ﬁ / u(t, z)dx et ﬁ / v(t, z)dx converge dans le temps
Q Q
et de (5.17) nous déduisons
1
ki+ky = @/ [u(t,z) +v(t,x)] dx
Q

_ / o () + vo(x)] dx.

Q

5.2.2 Exemple d’un systeme a matrice triangulaire

Nous considérons le systeme de Réaction-Diffusion suivant

g—?—aAu:—)\f(u,v) sur R™ x €,
%—bAu—cAU:uf(u,v) sur R™ x Q.

Avec les conditions aux limites

0 0

g_T_y sur R™ x 09,

dn  On
et les données initiales

w(0,2) =wup (z), v(0,2)=wvg(x) sur .

(5.18)

(5.19)

(5.20)

Ou Q est un domaine borné de classe C! dans R, de frontiére 9. a, b et ¢ constantes positives,

tel que a > c.

Les données initiales sont supposées dans la région

S {(Uo,vo) € R? tel que ug > 0, vg > 0} .

La fonction f (r, s) est continiment différentiable sur R x R est positive avec f (0,s) = 0, pour

tout s > 0 et
In (1
lim {n( +f(r’s>>1 < o pour tout r > 0,
§—00 S
2 A —
Q= ac 2mm{—, ¢ C}. [31]
n|[uoll (a —¢) pwoob

5.2. Comportement asymptotique de solutions pour quelques systémes de réaction-diffusion
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Théoreme 5.3 [31] Soit {S (t), t > 0} un semi-groupe non linéaire sur espace métrique compact X.
St
zo € X,y (xg) = {5 (t) xg, t > 0},

est Uorbite a travers x, alors U'ensemble w-limite pour xq est défini par
w (20) = {x € X /il existe t,, — +oo tel que S (t,) g — x}.

Lemme 5.3 [31] Soit w la solution du systéme (5.18)-(5.20) nous avons
(i) / \Vu|? dzdt < +oo,

Qr
(ii) / \Vo|* dedt < +oc.

Qr

Preuve. [31] Intégrons la premiere équation de systéme (5.18) sur ()7 on obtient

/f (u,v) dzdt < +oo.

Qr

Multiplions la premiére équation de systéme (5.18) par u et intégrons sur ()7, on obtient

¢ ¢
//u%dtdx - a//uAudxdt = —)\/f (u,v) dzdt,
Qo 0 Q Qr

par utilisation de formule de Green, on obtient
1
5/ (u® — uj) dz +a/ \Vu|? dzdt = —)\/f(u,v) dxdt,

Q Qr Qr

/u2dx + 2a/ \Vul® dedt < /ugdx.

Q Qr Q

on déduit que

D’ou
/ \Vu|? dedt < +oc.
Qr
Pour prouver (ii) , nous multiplions la deuxieme équation de (5.18) par v et intégrons sur Qr, on

obtient

1
5/ (v* = vf) do + b/Vqudxdt + c/ \Vo|® dedt = u/f (u,v) dzdt.

Qr Qr Qr
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/U2dl‘ + ZQ/VUVUdZEdt + 20/ \Vu|? dzdt = 2,u/f (u,v) dzdt + /u%dm.
Qr Qr T Q

On utilise 'inégalité 2ps < £p® + C (¢) ¢* et (i) , nous obtenons

/ \Vo|? dzdt < +o0.
Qr

Théoreme 5.4 [31] Si A = u = 1, la solution w du systéme (5.18)-(5.20) converge a un vecteur

constant de la forme k = (ki, k) lorsque t — oo, uniformément en Q.

En outre, nous avons
]{71207 k?ZO f(klakQ):Oa

et

1
ki 4 ke = @Q/ (uo () + v (2)) da.

Preuve. [31] Sommons les équations de (5.18), et intégrons sur Qr

ou Ov
/ <a + E) dzxdt — (a + b) /Audmdt — C/Avdxdt =0,

Qr Qr Qr

et par Green nous obtenons

/u (t,z) +v(t,z)de = /uo () + vo (z) dz. (5.21)

Q Q

ko {u(t)} et Ao {v (t)} sont précompacts dans C (£2), il existe une suite {t, }, tel que

lilil u (ty, ) = ug dans C(Q), (5.22)
et
lir}rq U (tn, ) = vs dans C(Q). (5.23)

Maintenant, notons par w (ug, vp) 'ensemble w-limite pour (ug, vg) et ¢ 'ensemble des solution du

systeme elliptique (5.24)

{ —alAu, = —f (ug, vs) dans C(9), (5.24)

—bugs — cvs = f (us,vs) dans C(Q).
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Avec les conditions aux limites
Oous,  Ov,

o on
Multiplions la premiére équation du systéme (5.24) par u, et intégrons sur €2, on obtient

a/ V| do = —/f (us, vs) d,
Q Q

alors

/|Vu5|2dx:() = Vu,=0= u, = k.
Q

Sommons les deux équations de (5.24), multiplions le résultat par v, et intégrons sur €2, on

obtient

/|Vvs|2daz:O:>Vvs:O:>v5:k2,
0

c’est clair que
f(ki,k2) = 0. (5.25)

Nous allons montrer
w(ug, vy) = .

C’est clair que w(ug, v9) # 0. Maintenant, Vo € Q, 0 € |—1,+1][, et soit
pu(z,0) =u(z,t, +0) et g,(zx,0) =v(z,t, +0).

Comme u; € L% (ty, +oo; L2 (Q)) (seulement multiplions la premiére équation de (5.18) par u; et

intégrons), nous avons Vo € |—1, +1]

tn+o
pul@,0) —u(z, t) = / i, )t

tn
tn+1

< / w(z, t)dt
tn—1

tn+1 2
V2 / (ug)?dt |

n—1

IA

tn+1

/!pn(:v,a) —u(z,t,) da < 2/ / (u;)?dtdx — 0.

Qtp—1
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Alors

sup ||pn(z,0) — uslly — 0,
—1<0<1

et

sup[[pu(.0) — v.ll, = 0.
—1<0o<1

Aussi nous pouvons avoir

sup ||Vpn(z,0) — Vusl|, — 0,

—1<0<1
et
sup ||Van(z,0) — V||, — 0.
—1<0<1
Nous avons

o
IA

u(x,t, +0) < M,
N.

0 < v(z,t,+0) <
Comme f continue on peut écrire

f(pa(,0), qu(w, 0)) = [ (us, v5) .-

Maintenant, soient &, € C*(Q) telles que &, = 0sur 9Q i = 1, 2, et p € C*(Q) telles que suppp C

[_1’ 1] )
+1

/ p(s)ds =1, p(—1) = p(+1).

Si nous multiplions la premiere équation de (5.18) par p(t — t,)&;, et la deuxiéme équation de
(5.18) par p(t — t,)&, et intégrons sur (¢, — 1,¢, + 1) x €, nous obtenons

tnt1
[ [0 - )= avuTesplt — ) - fu0)iplt o)} dede =0,
tn—10
et
tnt1
/ /{p’(t — )& — VUV Ep(t — t,) — DVuNVEp(t — ) + fu, v)Ep(t — t,)} dadt = 0.
tn—1 Q)

posons o =t — t,,, nous avons

/ / [0 (0)E1pu (2.0) — aVpuVE1p (0) — f (por ) E1p (0)} dirdor = 0,
/ / (0 (0) xtn (2.0) — V4 VExp (0) — BV PuVEnp (0) + f (prr @) 1 (0)} dizdor = 0.
\ -1 Q
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Maintenant utilisant le théoreme de Lebesgue nous avons

lim // z)py (z,0)dxdo = // x) usdrdo

10 -1Q

= /p o daxg/gl(:z;)usdx

-1

= 0,

car p(—1) = p(+1) . Aussi, nous pouvons avoir

lim // x) qn (z,0) drdo = 0.

10
Pautre terme

/{aVusV§1 + f (us,vs) €, }da = 0,

Q
et

/{CVUSV€2 + bVusVE, — f (us,vs) &y} dr = 0.

Lequel est la formulation variationnel de (), d’'olt ¢ = w. Finalement

1
k1+k2=@9/<uo<m>+vo<x>>.
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Conclusion

On a étudie dans ce mémoire 'existence de solutions d’équations d’évolution, et quelques sys-
téme de réaction-diffusion (a matrice diagonale, matrice triangulaire, matrice pleine), ainsi que
quelques propriétés de ces solutions.

Une extension éventuelle de ce travail est I'étude des équations d’évolution du type hyperbolique.
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